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Ubersicht

@ Das Prognose—Problem
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Prognose fur eine Zufallsvariable (1)

Gegeben seien Zufallsvariable Xy, X1, . .., Xy derart, dass
Xi, ..., Xm beobachtbar sind und Xy nicht beobachtbar ist.
Eine Zufallsvariable

6(Xo)

hei3t Pradiktor von Xp, wenn es eine messbare Funktion
h:R™ — R gibt mit

5(Xo) = h(Xs, ..., Xm)

Ein Pradiktor 0*(Xp) € A heiB3t optimal bezlglich einer Klasse
A von zuldssigen Pradiktoren, wenn er den erwarteten
quadratischen Prognosefehler

E [(5(x0) - xoﬂ

Uber alle Pradiktoren §(Xp) € A minimiert.
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Prognose fur eine Zufallsvariable (2)

Gegeben sei eine Zufallsvariable X, und ein Zufallsvektor X mit
Werten in R™ derart, dass X beobachtbar ist und Xj nicht
beobachtbar ist. Eine Zufallsvariable

3(Xo)

heiBt Pradiktor von Xy, wenn es eine messbare Funktion
h:R™ — R gibt mit

6(Xo) = h(X)
Ein Pradiktor 0*(Xp) € A heiB3t optimal bezlglich einer Klasse

A von zuldssigen Pradiktoren, wenn er den erwarteten
quadratischen Prognosefehler

E [(5(x0) - xoﬂ

Uber alle Pradiktoren §(Xp) € A minimiert.
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Prognose fur einen Zufallsvektor

Gegeben seien Zufallsvektoren Xy und Xy mit Werten in R™
bzw. R™ derart, dass Xy beobachtbar ist und Xg nicht
beobachtbar ist, sowie eine Matrix D € R"*™ Ein Zufallsvektor

3(DXo)

mit Werten in R" hei3t Pradiktor von DXg, wenn es eine
messbare Abbildung h: R™ — R" gibt mit

5(DXo) = h(Xy)

Ein Pradiktor 0*(DXp) € A heiBt optimal beztglich einer Klasse
A von zulassigen Pradiktoren, wenn er den erwarteten
quadratischen Prognosefehler

E [(5(on) _ on)'(a(nxo) _ on)]

Uber alle Pradiktoren §(DXp) € A minimiert.
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Reduktion des Prognose—Problems

Gegeben seien Zufallsvektoren X, und X1, X> derart, dass
X1, Xs beobachtbar sind und Xq nicht beobachtbar ist.
Ein Zufallsvektor

6(Xo)

mit Werten in IR™ heil3t Pradiktor von Xg, wenn es eine
messbare Abbildung A : R™M*M2 — R™ gibt mit

3(Xo) = h(Xy,X>2)

Reduktion des Prognose—Problems: Finde Bedingungen an X,
unter denen es eine messbare Abbildung hy : R™ — R™ gibt
mit

6" (Xo) = hy(X1)
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Ubersicht

@ Bayes—Prognosen
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Prognose fur eine Zufallsvariable (1)
Gegeben seien Zufallsvariable Xy, X1, . .., Xy derart, dass
Xi, ..., Xm beobachtbar sind und Xj nicht beobachtbar ist.

Eine Zufallsvariable
5Bayes (XO)

hei3t Bayes—Pradiktor von Xy, wenn sie den erwarteten
quadratischen Prognosefehler

2
E[(é(xo) - XO) }
iber alle Pradiktoren 6(Xp) € ABaes mit

NBYeES . {h(X1,...,Xm) ‘ h:R™ - ]Rmessbar}

minimiert.
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Prognose fur eine Zufallsvariable (2)

Satz. Es existiert ein eindeutig bestimmter Bayes—Pradiktor
§Ba¥es(X4) von X, und es gilt

5BV (Xo) = E(Xp | X1, ., Xm)

Bemerkungen:

» Die Bestimmung des Bayes—Pradiktors von Xj erfordert die
Kenntnis der gemeinsamen Verteilung von Xy, Xi, ..., Xm.

» Die gemeinsame Verteilung von Xp, X, ..., Xy, wird oft
indirekt durch die bedingte gemeinsame Verteilung von
Xo, X1, - .., Xm unter einem zufalligen Risikoparameter A
und die Verteilung von A angegeben.

» In speziellen Féllen, aber nicht immer, ist der
Bayes—Pradiktor von X eine affin—lineare Funktion von
Xiyoooy Xm.
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Prognose fur eine Zufallsvariable (3)

Gegeben sei eine Zufallsvariable X, und ein Zufallsvektor X mit
Werten in R™ derart, dass X beobachtbar ist und Xj nicht
beobachtbar ist. Eine Zufallsvariable

5Bayes ( XO )

heiBt Bayes—Pradiktor von Xy, wenn sie den erwarteten
quadratischen Prognosefehler

2

E[(d(Xo) . xo) }

Uber alle Pradiktoren §(Xp) € AB&¥es mit
NBaves . — {h(X) ‘ h:R™ - R messbar}

minimiert.
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Prognose fur eine Zufallsvariable (4)

Satz. Es existiert ein eindeutig bestimmter Bayes—Pradiktor
§Ba¥es( X4) von Xp und es gilt

65 (Xo) = E(Xo | X)
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Prognose fur einen Zufallsvektor (1)

Gegeben seien Zufallsvektoren Xy und Xy mit Werten in R™
bzw. R™ derart, dass Xy beobachtbar ist und Xg nicht
beobachtbar ist, sowie eine Matrix D € R"*™ Ein Zufallsvektor

5Bayes ( DXO )

mit Werten in R" hei3t Bayes—Pradiktor von DXy, wenn er den
erwarteten quadratischen Prognosefehler

/
E [(5(on) . on) (5(on) - on)]
Uber alle Pradiktoren §(DXp) € ABaes mit
ABaves . {h(X1) ‘ h:R™ — R" messbar}

minimiert.
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Prognose fur einen Zufallsvektor (2)

Satz. Es existiert ein eindeutig bestimmter Bayes—Pradiktor
§Ba¥es(DX,) von DX, und es gilt

0%¥°3(DXo) = DE(Xo | X1)
Insbesondere gilt
5BayeS(DXO) -D 5Baye3(xo)

Aufgrund des Satzes genligt es, den Bayes—Pradiktor
5Ba¥es(X,) von Xq zu bestimmen. Es geniigt sogar, nur die
Bayes—Pradiktoren der einzelnen Koordinaten von Xg zu
bestimmen.

Klaus D. Schmidt - Lineare Prognosen Vorlesung an der TU Wien am 15. Mai 2006



Reduktion des Prognose—Problems

Gegeben seien Zufallsvektoren X, und X1, X> derart, dass
X4, X5 beobachtbar sind und Xy nicht beobachtbar ist.
Dann gilt fir den Bayes—Pradiktor von X,

5BV (Xo) = E(Xo | X1, X2)

Satz. Ist X, unabhangig von X, und X4, so gilt

6B (X,) = E(Xo | X1)
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Ubersicht

@ Credibility—-Prognosen
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Prognose fur eine Zufallsvariable (1)

Gegeben seien Zufallsvariable Xy, X1, . .., Xy derart, dass
Xi, ..., Xm beobachtbar sind und Xy nicht beobachtbar ist.
Eine Zufallsvariable

5Cred(XO)

heiBt Credibility—Pradiktor von Xg, wenn sie den erwarteten
quadratischen Prognosefehler

E [(5(x0) - xoﬂ

iber alle Pradiktoren 6(Xp) € A mit

m
ACed . — {ao +) a X
s

minimiert.

ao,a1,...,ameIR}
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Prognose fur eine Zufallsvariable (2)

Die Menge
m
ACred . — {ao +Y aXi|aai,....am€ ]R}
i=1
ist wegen

AC® — span{1, X;,..., Xn}

eine abgeschlossene lineare Teilmenge des Hilbert—-Raumes
L? der quadratisch integrierbaren Zufallsvariablen.

Satz. Es existiert ein eindeutig bestimmter Credibility—Pradiktor
5Cred(X5) von Xp.

Aus dem Satz folgt jedoch nicht, dass auch die Koeffizienten
von 6C"¢9( X,) eindeutig bestimmt sind.
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Prognose fur eine Zufallsvariable (3)
Die Koeffizienten des Credibility—Pradiktors

m
5°9(Xo) == ap + Z a; X
i—1

sind Lésungen der Normalgleichungen

m
(ao + Z a; X,> Z
i=1

mit Z € {1, Xy, ..., Xn}. Daraus erhéalt man

E = E[Xo Z]

ap + Em: a E[X] = E[Xo]
i=1

aoE[Xk]Jria,-E[X,-Xk] — E[XXd (k=1,....m)

i=1
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Prognose fur eine Zufallsvariable (4)
Umformung ergibt
m
a+» aE[X] = E[X]
i=1
m
D ajcov[X;, Xkl = cov[Xo,Xx] (k=1,....,m)
i=1

In Vektornotation erhalt man

a+ap = o
axr = /o
AuBBerdem qilt
5Cred(X0) — ao+a’X
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Prognose fur eine Zufallsvariable (5)

Satz. Ist X invertierbar, so gilt

6% (Xo) = o + ' 71 (X - 1)
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Prognose fur eine Zufallsvariable (6)
Standard Credibility—Modell: Es gibt 1, A € IR und eine positiv

definite Diagonalmatrix ® = diag(e1, ..., pm) mit
1+ \e'de > 0und

p o= pe
Y = o+ )\E
o = J\e
fo =

Dabei ist e die Summe der Einheitsvektoren und E = ee’.
Aus der Annahme an X folgt die Invertierbarkeit von X und

A

- o 'Eo!
1+)ed ‘e

2—1 — ¢—1
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Prognose fur eine Zufallsvariable (7)

Satz. Unter den Annahmen des Standard Credibility—Modells

gilt
1 a App
6Cred(X0) _ o+ i X,'
T+ o ;1+A2;"1<,9j1
InFall p1 =---=pm=pqgilt
rm -
(5CredX _ 2
(0) = 5+ = X(m)

mit X(m) := L3 X;.

Die Annahmen des Standard Credibility—Modells kénnen in
vielen Féllen durch eine Skalierung der Zufallsvariablen erreicht
werden.
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Prognose fur einen Zufallsvektor (1)

Gegeben seien Zufallsvektoren Xy und Xy mit Werten in R™
bzw. R™ derart, dass Xy beobachtbar ist und Xg nicht
beobachtbar ist, sowie eine Matrix D € R"*™ Ein Zufallsvektor

5Cred (DXO )

mit Werten in R" heiB3t Credibility—Pradiktor von DXg, wenn er
den erwarteten quadratischen Prognosefehler

/
E [(5(on) - on) (5(on) - on)]
Uber alle Pradiktoren §(DXg) € AC™®d mit

ACed . {q + QXj ’ geR", Q¢ ]R”X”“}

minimiert.
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Prognose fur einen Zufallsvektor (2)

Satz. Es existiert ein eindeutig bestimmter Credibility—Pradiktor
§Cred(DXo) von DX.

Wir schreiben
Xo Mo >
E -
[( Xi )] ( M1

Xo Xy Xof >
var =
[( X >] ( Ti0 Xyy

Satz. Ist X4 invertierbar, so gilt
5°*9(DXo) = D (No + X1 Xy <X1 - N1>)

Insbesondere gilt
5C"3d(DX0) -D 5cr6d(Xo)
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Reduktion des Prognose—Problems

Gegeben seien Zufallsvektoren Xy und X4, X» derart, dass
X1, X5 beobachtbar sind und Xg nicht beobachtbar ist.
Dann besitzt der Credibility—Pradiktor von Xg die Form

5cr9d(X0) =01 + Q1 X5 + QX5

Satz. Im Fall
cov(Xz, X1) = O = cov(Xz, Xo)
gibt es g1 und Q mit
5°%9(Xo) = q1 + Q1 Xq

Ist X4 invertierbar, so gilt

0°"*9(Xo) = po + Zo1 X7 (X1 - M)
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Ubersicht

@ Prognosen in der Schadenreservierung
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Abwicklungsdreieck fur Zuwéachse

Anfall- Abwicklungsjahr

jahr 0 1 k n—i n—1 n

0 2,0 25,1 2o,k Zo,n—i 2y,n—1 Zy.n

1 Zi 0 Z4 4 Zy K Zy n—i Zy n_1 Zi.n

i Zio Zi1 ik s Zip—i o Zin—1 Zin
n—k Zn—k.o Zn—k.1 Zn—k.k Zn—k,n—/ Zn—k.n—1 Zn—k,n
n—1 Zn—1.0 Zn—1.1 Zn—1.k Zn—1,n—/ Zn—1.n—1 Zn—1,n
n Zn,0 Zn 1 Zn, k Zn,n—i Zn,n—1 Zn,n

Ein Zuwachs Z; x heil3t
» beobachtbar falls i + k < n.
» nicht beobachtbar oder zukiinftig falls i + k > n+ 1.
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Prognose

Die Gesamtheit aller Zuwachse lasst sich durch einen
Zufallsvektor 7
_ 0
= < Z )
darstellen, sodass
» Z, beobachtbar und

» Z, nicht beobachtbar ist.
Aufgabe der Schadenreservierung ist die Prognose
» aller zukinftigen Zuwachse Z; k
» aller Anfalljahrreserven 37 .., Zi,
» aller Kalenderjahrreserven Zfzpf,,z,,p_,
> der Gesamtreserve > YL, ;4 Z
miti+k>n+1 undp=n+1,...,2nauf der Basis von Z;.
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Reduktion des Prognose—Problems (1)

Im Fall der Bayes—Prognose und
im Fall der Credibility—Prognose genligt es wegen

5BayeS(DZO) -D 5Baye3(zo)

und
5cred(DZO) -D 5Cred(zo)

die entsprechenden Pradiktoren fir einzelne
nicht—beobachtbare Zuwachse Z; x mit i+ k > n+1
zu bestimmen.
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Reduktion des Prognose—Problems (2)

Ferner gilt:

» Bei unabhangigen Anfalljahren genlgt es im Fall der
Bayes—Prognose,
den Bayes—Préadiktor von Z; x miti 4+ k > n+1
auf der Basis von Zjo,Z; 1, ..., Z; p—; zuU bestimmen.

» Bei unkorrelierten Anfalljahren gentgt es im Fall der
Credibility—Prognose,
den Credibility—Pré&diktor von Z; x mit i+ k > n+1
auf der Basis von Z; o, Z; 1, ..., Zi n—j ZuU bestimmen.
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Ubersicht

@ Prognosen im Modell von Witting
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Modell von Witting

Das Modell von Witting besteht aus den folgenden Annahmen:
» Die Zuwachse nehmen nur Werte in der Menge INg an.
» Die Zuwachse verschiedener Anfalljahre sind unkorreliert.
» Furalleie {0,1,...,ntund S;, :=>"], Z, qilt

» Es gibt Parameter 9o, J1,...,9, € (0,1) mit Y1 g0 = 1
derart, dass fur alle i € {0,1,...,n}
PZ,0721,1,~~-,Zi,n|Si,n = MUlt(S,',n; 190, 191 oo ,19,7)

gilt.
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Folgerungen aus dem Modell von Witting:
E(Zik|Sin) = Sinvk
CoV(Zik, Zii|Sin) = SinVk ki — SinIkD
Mit
aj = E[S;,]
o? = var[S;,]
erhalt man
ElZik] = ik
CoV[Zix, Zij] = Ok Ok + (07 —a)
und fir X; x = Z; /U (Skalierung) folgt daraus

EXik] = o
coV[Xik, Xif] = V" ks + (07 —a)

Vorlesung an der TU Wien am 15. Mai 2006
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Fur jedes Anfalljahr i € {1,...,n}

und jedes Abwicklungsjahr s € {n—i+1,..., n} erfillen
die beobachtbaren Zufallsvariablen Xj o, Xj 1, ..., X; n—; und
die nicht—beobachtbare Zufallsvariable X; s

die Annahmen des Standard Credibility—Modells.

Wegen der Unkorreliertheit der Anfalljahre stimmt
der Credibility—Préadiktor von X; s

auf der Basis von X, X1, ..., Xi p—; mit

dem Credibility—Préadiktor von X; s

auf der Basis von { X };1/<n Uberein.

Klaus D. Schmidt - Lineare Prognosen Vorlesung an der TU Wien am 15. Mai 2006



PP BP CP SR Witting

Mit 7; := (02 — ;) /a; erhélt man

n—i
.
parS Sk DSy L

Ti Uk

5Cred()(iys) _ )(i,k

n—i @
1+7) 120
Mit v, = Zf:o dyund S;k = E;(:o Z;  ergibt sich daraus

1 Ti Yn—i Si,n—i)
T
1+ 7 yn—i 1+ TiYn—i Yn—i

5Cred(Zi7S) — 793(

Durch Summation erhélt man ferner den Credibility—Pradiktor

1 Tj Yn—i Si,ni>
QO
+ Ti Yn—i 14 Tivn—i Yn—i

5°(Si k) = Sin i+ ('Yk_'}/n—i) (1

fiir den Schadenstand S; k.
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