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Lineares Modell

Gegeben seien Zufallsvektoren Xy und X4 derart,
dass Xy beobachtbar ist und Xq nicht beobachtbar ist.

Wir nehmen an, dass es bekannte Matrizen Ay und A4 sowie
einen unbekannten Vektor 3 gibt mit

X1\ [ Ay
E( Xo > B < Ao )ﬁ
Wir schreiben

var =
( Xo ) ( o1 Xoo

und nehmen an, dass die Matrix X, invertierbar ist.
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Schatzung (1)

Sei C eine Matrix. Ein Zufallsvektor
sSM(cp)

heiBt Gauss—Markov Schétzer von C3, wenn er den erwarteten
quadratischen Prognosefehler

e|(s(co) - cs) (s(c) - ¢5)

Uber alle erwartungstreuen linearen Schatzer 6(C3) von C3
minimiert.

Klaus D. Schmidt — Multivariate Modelle und Methoden Vorlesung an der TU Wien am 18. Mai 2006



PLM UAD MAD PBLM UCL MCL

Schatzung (2)

Satz. Es existiert ein eindeutig bestimmter Gauss—Markov
Schatzer von C3 und es qilt

—1
s8M(cg) = ¢ (qu;; A1> A EX,
Insbesondere qilt

s&M(cB) = coM(B)

Wir setzen |
~GM B - B
[ (A’1Z111A1> AL EX
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Prognose (1)

Sei D eine Matrix. Ein Zufallsvektor
5SM(DXo)

heiBt Gauss—Markov Pradiktor von DXq, wenn er den
erwarteten quadratischen Prognosefehler

E [(5(on) _ on)’(a(nxo) _ on)]

Uber alle erwartungstreuen linearen Prédiktoren ¢(DXp) von
DX, minimiert.
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Prognose (2)

Satz. Es existiert ein eindeutig bestimmter Gauss—Markov
Pradiktor von DX, und es gilt

~GM o ~GM
58M(DX,) = D (AO[B T W o (x1 —AB ))

Insbesondere gilt

3°M(DXo) = D 5M(Xo)

Wir setzen

S ~GM _ ~GM
XgV = A8 + T Xy <X1 —AiB )
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Reduktion des Prognose—Problems

Gegeben seien Zufallsvektoren Xy und X4, X» derart, dass
X1, X5 beobachtbar sind und Xg nicht beobachtbar ist.

Es gelte

Xg A2

E( X | = A |8

Xo Ag

Satz. Im Fall
COV(XQ, X1) =0= COV(X27 Xo)

gilt

~GM ~GM

5M(Xo) = AoB + gy X (x1 _AB )

mit

~GM B —1 B
87 = (ATEA) AT,
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Ubersicht

@ Das univariate additive Verfahren
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Abwicklungsdreieck fur Zuwéachse

Anfall- Abwicklungsjahr

jahr 0 1 k n—i n—1 n

0 2,0 25,1 2o,k Zo,n—i 2y,n—1 Zy.n

1 Zi 0 Z4 4 Zy K Zy n—i Zy n_1 Zi.n

i Zio Zi1 ik s Zip—i o Zin—1 Zin
n—k Zn—k.o Zn—k.1 Zn—k.k Zn—k,n—/ Zn—k.n—1 Zn—k,n
n—1 Zn—1.0 Zn—1.1 Zn—1.k Zn—1,n—/ Zn—1.n—1 Zn—1,n
n Zn,0 Zn 1 Zn, k Zn,n—i Zn,n—1 Zn,n

Ein Zuwachs Z; x heil3t
» beobachtbar falls i + k < n.
» nicht beobachtbar oder zukiinftig falls i + k > n+ 1.
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Univariates Additives Modell (1)

Das univariate additive Modell besteht aus der folgenden
Annahme:

Es gibt Parameter vy, v4,..., Vv, € (0,00) und {p,(q,...,(n € R
sowie og,01,...,0pn € (0,00) derart, dass fur alle
i,j,k,l€{0,1,...,n}

E[Zik] = vilk

und
Viox fallsi=jund k=1

cov[Zk, Zi] = { 0 sonst

gilt.

Klaus D. Schmidt — Multivariate Modelle und Methoden Vorlesung an der TU Wien am 18. Mai 2006



PLM UAD MAD PBLM UCL MCL

Univariates Additives Modell (2)

Das univariate additive Modell ist ein lineares Modell:

Im Fall n = 2 erhélt man

Zoo 201 Zop Voo V<G W
E{ Zio 411 Zi2g | = vio i1 v
Zog Loy Zop VaGo Va1 Va(o
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Univariates Additives Modell (3)

Linearisierung:

2070 ) 0 O

2071 0 v O

2072 0 O Vo

Zio vi 0 O ( o )
E| 41 |=]10 w O Ci

Zi2 0 0 v G2

Zg’o vw 0 0

2271 0 vo O

Zoo 0 O Vo
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Univariates Additives Modell (4)

Gruppierung:
2070 ) 0 O
2071 0 v O
2072 0 O Vo
Zio vi 0 O ( o )
E| 41 |=]10 w O Ci
220 v» 0 0 G2
Z1 2 0 0 Vi
2271 0 Vo O
Zoo 0 O Vo
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Univariates Additives Modell (5)

Beobachtbare Zuwéchse:

2070 vw 0 0
2071 0 v O

E 2072 B 0 0 w ( gO )
Zio | [ wo o !
Z171 0 vi O G2
Zgyo vo 0 O

Nichtbeobachtbare Zuwachse:

Z 2 00 Vi o
El Z1 |=(0 v O C1
Zoo 00 w G
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Univariates Additives Modell (6)

Es qilt also
Vo 0 O
0 vo O
- 0 0 Vo
A= vi 0 0
0 Vi 0
Vo 0 0
und damit
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Univariates Additives Modell (7)

Auaerdem gilt

2070 Vooo 0 0 0 0 0
2y 1 0 woi O 0 0 0
_ Zoo | _ 0 0 wvoo O 0 0
Tu=varl 20015 o 0 0 wee 0O 0
Z1 N 0 0 0 0 V101 0
2270 0 0 0 0 0 Voo
und

Klaus D. Schmidt — Multivariate Modelle und Methoden Vorlesung an der TU Wien am 18. Mai 2006



PLM UAD MAD PBLM UCL MCL

Univariates Additives Modell (8)

Fir die Koordinaten des Gauss—Markov Schatzers von ¢ erhalt

man daher .
EEM _ Zj no ij k
Z/ 0 Vl
Dabei ist bemerkenswert, dass die Varianzparameter nicht
auftreten.

Wegen X,; = O erhélt man sodann fiir i +- kK > n+ 1 mit
Z8M — v, oM

die Gauss—Markov Pradiktoren der nichtbeobachtbaren
Zuwachse.

Die Gauss—Markov Pradiktoren fiir samtliche Reserven erhalt
man nun durch Summation.
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Ubersicht

@ Das multivariate additive Verfahren
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Portfolios und Teilportfolios (1)

Wir betrachten ein Portfolio, das aus m Teilportfolios besteht.
Wir bezeichnen die Zuwachse der Teilportfolios mit
P
Z®

wobei p die Nummer des Teilportfolios bezeichnet.
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Portfolios und Teilportfolios (2)

FUr jedes der Teilportfolios liegt ein Abwicklungsdreieck fir
Zuwachse vor:

Anfall- Abwicklungsjahr

jahr 0 1 k n—i n—1 n
(p) (p) (p) (P) (p) (P)

S S R o & E &
P P P P P P

1 Zio Z4 2k 4 e g Zn
(p) (p) (p) (P) p) (P)

! ZI,O ZI,1 Zl,k Zi,n—l Zl,n—1 Zl,n
) ( (o) (0) )

n—k ZiZko Lk 20k k 2y i 2 k1 Zo—kon

~(p) S S(p) (0) S(p) )

n—1 277)1.0 277)1 1 Z’Z*)Lk zr(w—)1,n—r 21(171 n—1 zr(w—1,n
P P P f3 (3 P

n Zn,O Zn,1 Zn k Zn,n—l Zn,n—1 th"
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Portfolios und Teilportfolios (3)

Flr ein festes Anfalljahr / und ein festes Abwicklungsjahr k
setzen wir

1
)
Zi = : = (Z/(;F:))
) p=1,...m
z\y

Wir bezeichnen diese Vektoren wieder als Zuwachse.
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Portfolios und Teilportfolios (4)

Damit ergibt sich das folgende Abwicklungsdreieck flr die
(Vektoren der) Zuwéchse:

Anfall- Abwicklungsjahr

jahr 0 1 k n—i n—1 n

0 250 Zp,1 2ok Zo.n—i Zo.n—1 Zyo.n

1 Zio Zy 4 Zy k Zyn—i Zin—1 Zi g

I Z o Z 4 Z; k zi,n—l Zin_1 Z
n—k Zn_k,0 Zn_k,1 Zn_k,k Zn_k,n—i Zy_k,n—1 Zy_k,n
n—1 Zp_1,0 Zy 11 Zn_1,k Zn_1,n—i Zn_1,n—1 Zn_1,n
n zn,O zn,1 zn,k zn,n—i zn,n—1 Zn,n
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Multivariates Additives Modell (1)

Das multivariate additive Modell besteht aus der folgenden
Annahme:

Es gibt positiv definite Diagonalmatrizen Vg, V4,...,V, und
Parametervektoren ¢y, ¢y, - . ., {, sowie positiv definite
symmetrische Matrizen Xy, X4,..., X, derart, dass flr alle
i,j,k,1€{0,1,...,n}

E[Zik] = Vi¢k
und

V25, V% fallsi=jund k =
cov[Z;, Z;] =
O sonst

gilt.
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Multivariates Additives Modell (2)

Unter der Annahme des multivariaten additiven Modells liegt fur
jedes Teilportfolio ein additives Modell (= lineares Modell von
Mack) vor.

Im multivariaten additiven Modell sind je zwei verschiedene
Zuwéchse unkorreliert.

Im multivariaten additiven Modell ist, fir jede Kombination von
Anfalljahr und Abwicklungsjahr, Korrelation zwischen den
Zuwéchsen der Teilportfolios zugelassen.

Das multivariate additive Modell ist ein lineares Modell.
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Multivariates Additives Modell (3)

Wir betrachten wieder den Fall n = 2:

Anfall- | Abwicklungsjahr
jahr 0 1 2
0 Zoo Zo1 o2
1 Zig Ziy  Zyp
2 Zoo Loy Lo

Wir formen die Annahme an die Erwartungswerte schrittweise

um:
Zoo Zo1 Zop Volo Vo¢i1 Vo¢o

E 2170 2171 21’2 = Vi CO \& C1 Vi CZ

Zoog 2oy Zpp Voo Va¢i Va<(o
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Multivariates Additives Modell (4)

Linearisierung:

Zoo V, O O

Z 1 O vy O

Zyo O O Vg,

Z,o V, 0 O ( ¢o )
El 244 [=| O Vi O ¢y

Zi, o O Vv, C2

Z>, V. O O

Z5 4 O VvV, O

Z> - O O V,
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Multivariates Additives Modell (5)

Gruppierung:
Zy V, O O
Zo.1 0 V, O
Zyo O O Vg,
Zip Vi 0 O ( Co )
El 244 [=| O Vi O ¢y
2, V. 0 O C2
2172 O O V,
Z; 4 O VvV, O
Z, 0 0 V,
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Multivariates Additives Modell (6)

Beobachtbare Zuwéchse:

Zy 0 V, O O

Z) 1 O V, O ¢
el Zo2 [_]| O O Vo ( CO)

Z Vi O O 1

Z, o Vv, 0 |\

Z V, O O

Nichtbeobachtbare Zuwachse:

Z, O 0 Vv Co
E{ zy |=[0 V. 0 || ¢
Zo O 0 V; C2

Klaus D. Schmidt — Multivariate Modelle und Methoden Vorlesung an der TU Wien am 18. Mai 2006



PLM UAD MAD PBLM UCL MCL

Multivariates Additives Modell (7)

Die Matrix
Zyo
Zy
Zyo
2., =var '
11 Z1 0
Z 4
Z>p
ist blockdiagonal. Auf3erdem gilt
Zyo
Z, Zo.1
ZO‘I = COV ( 22:1 ) s g?’s = O
Zo2 21’1
Z,
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Multivariates Additives Modell (8)

Aufgrund der Blockstruktur der Matrizen A1 und X4 erhélt man
zunachst

n—k —1n—k
~GM 1/2—1yy1/2 1/2—1vy1/2\ \y—1
e _ (Zvj/ T, vj/> S (V)P BV Tz
j=0 /=0
und wegen X, = O ergibt sich daraus

5 ~GM

Z?}(\A:ViCk

Da die Gauss—Markov Eigenschaft unter linearen
Transformationen erhalten bleibt, ergeben sich nun die
Gauss—Markov Pradiktoren aller zukiinftigen Schadensténde
und aller Reserven durch Summation.
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Ubersicht

@ Prognosen im Bedingten Linearen Modell
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Bedingtes Lineares Modell

Gegeben seien Zufallsvektoren Xy und X4 derart,
dass X4 beobachtbar ist und X nicht beobachtbar ist.

Wir nehmen an, dass es bekannte Matrizen Ay und A4 sowie
einen G—messbaren Zufallsvektor 8 gibt mit

X A

g 1 _ 1

: ( Xo ) a ( Ao )'B

Dabei ist G eine Unter—o—Algebra des zugrundeliegenden
Wahrscheinlichkeitsraumes.

Die Ergebnisse zur Schatzung und zur Prognose im Linearen
Modell lassen sich unmittelbar auf das Bedingte Lineare Modell
dbertragen, wenn man alle Momente durch bedingte Momente
ersetzt.
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@ Das univariate Chain—Ladder Verfahren
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Abwicklungsdreieck fir Schadenstéande

Anfall- Abwicklungsjahr

jahr 0 1 k n—i n—1 n

0 So,0 So,1 o Sok o Son—i co Son—1 So,n

1 Si,0 Si,1 Stk Sin—i S1.n—1 Si.n

i Sio Si 1 Si k Sin—i Sin—1 Sin
n—k Sn—ko0  Sn—k1 -~ Sp—kk -+ Sp—kpn—i - Sn—ksn—1  Sn—k.n
n—1 Sn—1,0 sn—1,1 Sn—1,k sn—i,n—i sn—1,n—1 Sn—1,n
n Sn,O sn,1 Sn,k Sn,n—i Sn,n—1 Sn,n

Ein Schadenstand S; x heil3t
» beobachtbar falls i + k < n.
» nicht beobachtbar oder zukunftig falls i + k > n.
» aktueller Schadenstand falls i + k = n.
» Endschadenstand falls k = n.
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Univariates Chain—Ladder Modell (1)

Das univariate Chain—Ladder Modell ist ein sequentielles
Modell, das aus einer Folge von bedingten linearen Modellen
besteht.

Das univariate Chain—Ladder Modell verallgemeinert das
Modell von Mack

Das univariate Chain—Ladder Modell besteht aus einer Folge
von bedingten linearen Modellen beztglich der o—Algebren
Go,G1,-..,Gn_1, wobei fur jedes Abwicklungsjahr k € {1,...,n}
die o—Algebra

Gk—1

die Information repréasentiert, die in den Schadensténden S;
der Anfalljahre j € {0,1, ..., n} und der Abwicklungsjahre
1€{0,1,...,k—1} enthalten ist.
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Univariates Chain—Ladder Modell (2)

Das univariate Chain—Ladder Modell besteht in der folgenden
Annahme:

Fir jedes Abwicklungsjahr k € {1,..., n} gibt es eine
Zufallsvariable ¢ und eine strikt positive Zufallsvariable o
derart, dass fur alle i,j € {0,1,...,n}

E9%1(Sik) = Sik-1¢k

und

S,',kq Ok falls i :j

cov9k-1(Six, Sik) = {0 sonst

gilt.

Klaus D. Schmidt — Multivariate Modelle und Methoden Vorlesung an der TU Wien am 18. Mai 2006



PLM UAD MAD PBLM UCL MCL

Univariates Chain—Ladder Modell (3)

Fir jedes Abwicklungsjahr liegt ein bedingtes lineares Modell

vor:
So.k So,k—1
g Stk S1 k-1
E . = : Pk
Sn—k k Sn—k k-1
Sn—k+1.k Sh—k+1,k—1
g | Sn—k+2k Sn—kt2,k—1
E . = . Pk
Snk Sn—k k-1

Das univariate Chain—Ladder Modell ist dem univariaten
additiven Modell sehr &hnlich. Dementsprechend erhélt man
ahnliche Ergebnisse, wobei aber der sequentielle Charakter
des univariaten Chain—Ladder Modells zu berlcksichtigen ist.
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Univariates Chain—Ladder Modell (4)

Fur jedes Abwicklungsjahr k € {1,...,n} ist der bedingte
Gauss—Markov Schéatzer der Zufallsvariablen ¢ durch

n—
BeM _ Z/ S/k
K K
>0 Sjk-1

gegeben. Dies ist genau der Chain—Ladder Faktor fur
Abwicklungsjahr k.

Fir jedes Anfalljahr i € {0,1,..., n} ist der bedingte
Gauss—Markov Pradiktor des ersten nichtbeobachtbaren
Schadenstandes S; ,_;.4 durch

.. ~GM
S/ n—i+1 — S,}n,, Y n—i+1

gegeben. Dies ist genau der Chain—Ladder Pradiktor fur
Si,n—i-H-
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Univariates Chain—Ladder Modell (5)

Zur Klarung des Problems der optimalen Prognose flr spatere
Kalenderjahre ist eine Zusatztberlegung erforderlich (vgl.
multivariates Chain—Ladder Modell).
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Ubersicht

@ Das multivariate Chain—Ladder Verfahren
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Portfolios und Teilportfolios (1)

Wir betrachten ein Portfolio, das aus m Teilportfolios besteht.
Wir bezeichnen die Schadensténde der Teilportfolios mit
S

wobei p die Nummer des Teilportfolios bezeichnet.
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Portfolios und Teilportfolios (2)

FUr jedes der Teilportfolios liegt ein Abwicklungsdreieck fir
Schadensténde vor:

Anfall- Abwicklungsjahr
jahr 0 1 k n—i n—1 n
(P) (P) (P) (P) (P) (P)
R B i 5 B
P P P P P P
1 81,0 SWJ S1.,k S1,n—l S1,n—1 S1,n
(p) (p) (p) (p) (o (o
! Sio Sit Sik Sin_i Siln—1 Sin
S0) S 50) ( ®) S0
n—k Snlko  Snlkn Snlk k Sp ki Sn—k,n—1 Sh—k,n
50) S 50) S0 ) ®)
n—1 S?—)W,O SF—)1,1 SI(1—)1,k S?—)Ln—l S{)—)1,n—1 S?—)Ln
P P P P P P
n Sn‘O S 1 Sn k Sn n—i Sn n—1 S’Ln
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Portfolios und Teilportfolios (3)

Far ein festes Anfalljahr / und ein festes Abwicklungsjahr k
setzen wir

1
Si¥

Suo=| | =(SR)
(m) pi EARAS)
Si,k

Wir bezeichnen diese Vektoren wieder als Schadenstande.
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Portfolios und Teilportfolios (4)

Damit ergibt sich das folgende Abwicklungsdreieck flr die
(Vektoren der) Schadenstande:

Anfall- Abwicklungsjahr

jahr 0 1 k n—i n—1 n

0 So,0 So,1 So, k o Son— -~ Son—1 So,n

1 Si0 S 1 S1.k St i St n—1 Sin

i Si0 Si Si K co Sip—i o Sin—1 Si,n
n—k Sn—k,0 Sn7k,1 Snfk,k Sn—k,n—/ sn—k,n—1 Sn—k,n
n—1 Sp—1,0 Sp—1,1 Sn—1,k Sp—1,n—i Sn—1,n—1 Sp—1,n
n Sh,0 Sn,1 Sk Sn,n—i Sn,n—1 n,n
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Multivariates Chain—Ladder Modell (1)

Das multivariate Chain—Ladder Modell ist ein sequentielles
Modell, das aus einer Folge von bedingten linearen Modellen
besteht.

Das multivariate Chain—-Ladder Modell verallgemeinert
» die univariaten Modelle von Mack und Schnaus,
» das bivariate Modell von Braun und

» die multivariate Verallgemeinerung des Modells von Braun
durch Kremer.
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Multivariates Chain—Ladder Modell (2)

Das multivariate Chain—Ladder Modell besteht aus einer Folge
von bedingten linearen Modellen beztglich der o—Algebren
Go,G1,-..,Gn_1, wobei fur jedes Abwicklungsjahr k € {1,...,n}
die o—-Algebra

Gk—1

die Information repréasentiert, die in den Schadenstéanden S;
der Anfalljahre j € {0,1,..., n} und der Abwicklungsjahre
l€{0,1,...,k—1} enthalten ist.

Wir bezeichnen mit
A, = diag(Six)

die Diagonal-Zufallsmatrix, deren Diagonal-Elemente die
Koordinaten des Schadenstandes S; x sind.
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Multivariates Chain—Ladder Modell (3)

Das multivariate Chain—Ladder Modell besteht in der folgenden
Annahme:

Fir jedes Abwicklungsjahr k € {1,..., n} gibt es einen
Zufallsvektor @, und eine positiv definite symmetrische
Zufallsmatrix X, derart, dass fur alle i,j € {0,1,...,n}

E9%1(Sik) = Djk_1®
und

WL ALZ, fallsi= )

Al
cov(Six, Sjk) = {O”k_1 sonst

gilt.
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Multivariates Chain—Ladder Modell (4)

Fir jedes Abwicklungsjahr liegt ein bedingtes lineares Modell

vor:
So k A
S1k AN
EY . = ) K
Sh—kk AV
Sh—k+1.k Dy ki1 k-1
Sn k A
—k+2,k n—k+2,k—1
EY } = : by
Sn.k Dy kk—v

Das multivariate Chain—Ladder Modell ist dem multivariaten
additiven Modell sehr &hnlich. Dementsprechend erhélt man
ahnliche Ergebnisse, wobei aber der sequentielle Charakter
des multivariaten Chain—Ladder Modells zu berlcksichtigen ist.
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Multivariates Chain—Ladder Modell (5)

Fur jedes Abwicklungsjahr k € {1,...,n} ist der bedingte
Gauss—Markov Schatzer des Zufallsvektors @, durch

—1n—k
AGM 1/2 1/2 1/2 1/2
(E :A/k 12y A/k 1) E:(A/k 125 Ajk 1) /k 1S)k
j=0

gegeben.

Fir jedes Anfalljahr i € {0,1,..., n} ist der bedingte
Gauss—Markov Pradiktor des ersten nichtbeobachtbaren
Schadenstandes S; ,_;.¢ durch

~GM
S: n—i+1 = Ai,n—iq’n—i-|-1

gegeben.
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Multivariates Chain—Ladder Modell (6)

Auf der Grundlage der letzten Ergebnisse werden die
multivariaten Chain—Ladder Faktoren durch

n—k 1 n—k

~CL Z 1/2 «—1a1/2 Z 1/2 «—-1,a1/2 —1

& = ( DX A/,k—1> (Al,quk A/,k—1)A/¥k—1 Sjk
j=0 =0

und die multivariaten Chain—Ladder Pradiktoren durch

ik =Bk 1 Py
mit
oL diag(S;,-;) fallsk=n—-i+1
e { diag(8CL ) falls k > n—i+2
definiert.
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Multivariates Chain—Ladder Modell (7)

Das multivariate Chain—Ladder Verfahren kann flir k > n—ij 42
durch das folgende sequentielles Optimalitatskriterium
begrindet werden:

Minimiere fur jedes Abwicklungsjahr k > n— i+ 2 den
Gr_1—-bedingten erwarteten quadratischen Prognosefehler liber
alle Pradiktoren S; x der Form

~ ~CL ~

Sik =040 x_1Pk
mit einem G_1—bedingt erwartungstreuen linearen Schatzer
@, von &
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Multivariates Chain—Ladder Modell (8)

Das sequentielle Optimalitatskriterium entspricht
(auch im univariaten Fall) dem sequentiellen Charakter des
Chain—Ladder Verfahrens.

Das sequentielle Optimalitatskriterium ist dartiber hinaus
sinnvoll, weil
» die Prognosen fir das erste nichtbeobachtbare
Kalenderjahr zu einem spéateren Zeitpunkt nicht mehr
korrigiert werden kdnnen, wahrend
» die Prognosen flir spatere Kalenderjahre nach Ablauf
eines Jahres ohnehin korrigiert werden missen, da dann
neue Daten vorliegen.

Klaus D. Schmidt — Multivariate Modelle und Methoden Vorlesung an der TU Wien am 18. Mai 2006



	Prognosen im Linearen Modell
	Das univariate additive Verfahren
	Das multivariate additive Verfahren
	Prognosen im Bedingten Linearen Modell
	Das univariate Chain--Ladder Verfahren
	Das multivariate Chain--Ladder Verfahren

