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Multiplikativer Tarif (1)

Kraftfahrthaftpflicht—-Bestand eines
Versicherungsunternehmens:

Region Fahrleistung in km/Jahr
0-20.000 20.000—40.000 40.000—c0

DD 600 300 100

S.B 180 75 20

Tarifmerkmale:
» Region
» Fahrleistung
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Multiplikativer Tarif (2)

Préamien in Prozent der Grundpramie:

Region Fahrleistung in km/Jahr
0-20.000 20.000—40.000 40.000—-cc | Faktor

DD 0,54 0,72 0,90 0,90
SB 0,42 0,56 0,70 0,70
Faktor 0,60 0,80 1,00

Vorteile eines multiplikativen Tarifs:
» Weniger Tariffaktoren als Tarifzellen.

» Trennung von Pramienniveau (Grundpramie) und Struktur
des Bestandes.

Klaus D. Schmidt - Multiplikative Tarife ... Universitat Saarbriicken - 1. Juli 2008



Multiplikativer Tarif (3)

Notation fur zwei Tarifmerkmale Z und K:
Tarifklassen i € {1,..., I} fur Tarifmerkmal Z
Tarifklassen k € {1,..., K} fur Tarifmerkmal K
Tarifzellen (i, k) e {1,..., I} x{1,...,K} =1 Q
Volumen v; x € (0, 00) in Tarifzelle (i, k) € Q
Schadenaufwand S; x in Tarifzelle (i, k)
Schadenbedarf pro Risiko in Tarifzelle (i, k):

Sik
Vi k

v

vV v Vv VvYy

v

Nettopramie pro Risiko in Tarifzelle (i, k):
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Multiplikativer Tarif (4)

Ein multiplikativer Tarif liegt vor, wenn es Parameter
Wy ity ey, By ..., B € (0,00) gibt mit

E [Si’k] = paj B
Vi k

fur alle (i, k) € Q.

Mégliche Normierungen:
/ 1 K
> max;_,a; =1 =max;_, [k

> 211':1 aj=1= 2521 B

Bezeichnungen:
» Grundpramie u
» Tariffaktoren aq,...,ayund 81, ..., Ok
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Kollektives Modell (1)

Sei

» (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (M, M) ein

Messraum,

» N eine Zufallsvariable mit Werten in INg, und

» {Y]}jev eine Folge von ZufallsgréBen mit Werten in M.
Das Paar

(N, {Y}jen)

heiBt kollektives Modell, wenn die Folge {Y;} ;e unabhangig
und identisch verteilt (i.i.d.) und unabhangig von N ist.

Interpretation:
» N ist die Schadenzahl des Bestandes (in einem
Geschéftsjahr)
» Y ist die Schadenvariable des j—ten Schadens des
Bestandes und gibt die Tarifzelle des Risikos, das den
Schaden verursacht, und die Schadenhéhe an.

Klaus D. Schmidt - Multiplikative Tarife ... Universitat Saarbriicken - 1. Juli 2008



Mult Koll. Prop Marg Lit Annahmen

Kollektives Modell (2)

Ziel: Zerlegung des kollektiven Modells (N, {Y;};c) nach einer
messbaren Zerlegung

M‘],...,Mm

von M mit
np = P{Y € Mp}]

undnp € (0,1) farallep € {1,..., m},
wobei Y eine Zufallsgré3e bezeichnet,
die dieselbe Verteilung besitzt wie jede der Zufallsgré3en Y;.

Wir konstruieren zunachst die Verdlinnung fir festes
p € {1,..., m} und betrachten sodann die Eigenschaften der
Verdinnung und der Zerlegung als Ganzes.
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Verdinnung (1)
Verdlnnung fir festes p € {1,..., m}:

> Sei

N
Np = ZX{YjeMp}
j=1
die Anzahl der Schaden mit einem Wert in Mp.
» Sei vp0 := 0 und flir j € IN sei
oy i=int{1 € N | vy ¢ < fund ¥ € My}

die Nummer des j—ten Schadens mit einem Wert in Mp.
» Firj € N sei
Yoi .= Y X{up=1} Vi
I=1
die Schadenvariable des j—ten Schadens mit einem Wert
in Mp.

Universitat Saarbriicken — 1. Juli 2008
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Verdinnung (2)
Satz. Fur jedes p € {1,...,m} ist das Paar
<Npa {Yp;j}jelN>
ein kollektives Modell.

Die Unabhéngigkeit von N, und {Yp,;};civ ist bemerkenswert,
da jede dieser Zufallsgréf3en unter Verwendung der Folge
{Yj}jew konstruiert wurde.

Allgemeine Anwendung in der Statistik:
(Nachtragliche) Zerlegung einer Stichprobe nach den
Auspragungen eines der betrachteten Merkmale.

Es bleiben die Abhangigkeiten zwischen den verdinnten
kollektiven Modellen zu untersuchen.
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Zerlegung (1)

Satz. Die Familien

{(Yitjew -5 {Ymy}jen
sind unabhangig voneinander.
Mit (N, {Y}}jen) ist fir alle p € {1,..., m} auch

(N AX (xeMp} Hew)
ein kollektives Modell und fur alle p,g € {1,...,m} mit p # q
gelten die Wald’schen Gleichungen
E[No] = npE[N]
var[Np] np E[N] + 15 (var[N] — E[N])
CoV[Np, Ng] = mnpnq(var[N] — E[N])
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Zerlegung (2)
Satz. Es gilt

m
- Z N
p=1
und fir jede Familie {np}pe(1,...my © No mit 3714 np = n gilt

n! i n
{N=n}| = Hifl Mo
p=1"P" p—1

ﬂ {Np = np}

p=1

Satz. Folgende Aussagen sind aquivalent:
» Die Familie {Np}pcq1,....my ist unabhangig.
» N besitzt eine Poisson—Verteilung.

In diesem Fall besitzen auch alle Schadenzahlen N, eine
Poisson—Verteilung.
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Zerlegung nach Tarifzellen (1)
Wir betrachten das kollektive Modell (N, { Y] };c) mit

Mi=({1,....}x{1,....K}))xR=QxR

und M := 2{1/x{1..K} @ B(R) = 29 @ B(R). Dann lassen
sich die Schadenvariablen in der Form

T.
(%)
darstellen, wobei

» T, die Tarifzelle bezeichnet, der das Risiko, das den
j—Schaden verursacht, angehért, und

» X; die Schadenhd6he des j—ten Schadens bezeichnet.

Wir nehmen an, dass fiir alle j € IN die Zufallsvariablen T; und
X; voneinander unabhangig sind und P[{X; > 0}] = 1 gilt.
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Zerlegung nach Tarifzellen (2)

Mit (N, {Y;}en) ist auch
<N7 {Xj}j€]N>

ein kollektives Modell und fir den Schadenaufwand des
Bestandes N
S = X
j=1

gilt die Wald’sche Gleichung
E[S] = E[N]E[X]

wobei X eine Zufallsvariable bezeichnet,
die dieselbe Verteilung besitzt wie jede der Schadenhdhen X;.
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Zerlegung nach Tarifzellen (3)

Aus der Zerlegung des kollektiven Modells (N, {Y;}c) nach
den Mengen
M ={(i,k)} x R
mit
nik = PHY € Mi,}] = P{T = (i, k)}]
und 7; x € (0, 1) ergeben sich die kollektiven Modelle
(Nikes {Yikijtjew)
fur die Tarifzellen und es gilt

(1, k)
Yikj= < X

Schadenaufwand der Tarifzelle (i, k):

Ni k
Sik = it Xik;j
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Zerlegung nach Tarifzellen (4)

Satz. Fur alle (i, k) € Q gilt
» P[{Xix € B}] = P[{X € B}] fir alle B € B(R).
> E[Nj«] = nix E[N].
> E[Sjk] = E[Ni«] E[Xik] = nix EIN]E[X] = i« E[S].

Satz.

> Esgilt N =37 ke Nik-
» Fur jede Familie {njx}(ixeq © No Mit 3-; 1yeq Nik = Ngilt

T

[L(i ke Mik! (i K)eQ

P[ ﬂ {Nikx = nix}
(

i,k)eQ
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Proportionale Auswahlwahrscheinlichkeiten (1)

Gegeben: Bekannte Volumenmale
Vik € Ry
far alle Tarifzellen (i, k) € Q.

Annahme: Es gibt Parameter a4, ..., a; € (0,00) und
B1, ..., Bk € (0,00) mit

Nik = o Bk Vik

far alle (/, k) € Q. Dann gilt

Z(i ea® Bk Vik =1
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Proportionale Auswahlwahrscheinlichkeiten (2)
Wegen n; x = «a; Bk Vi x Qilt

» fur die erwartete Schadenzahl in Tarifzelle (i, k)
E[Ni«] = nik E[N] = «; Bk Vi E[N]

» flr den erwarteten Schadenaufwand in Tarifzelle (i, k)
E[Si«] = nik E[S] = a; Bk Vik E[S]

» flr die Nettopramie pro Risiko in Tarifzelle (/, k)

E[Sik/Vik] = i Bk E[S]

Insbesondere ergibt sich ein multiplikativer Tarif.
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Marginalsummenschatzung: Schadenaufwande (1)

Schatzung auf der Grundlage von Schadenaufwanden:
Fir die Schadenaufwande der Tarifzellen und des gesamten

Bestandes gilt
E . Sik=S
(ibk)eQ 7

sowie
E[Sik] = aj Bk Vik E[S]
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Marginalsummenschatzung: Schadenaufwéande (2)

Aus der Gleichung E[S; «] = «; Bk Vi x E[S] erh&lt man durch
Summation

K

K .
Zk:1 E[Six] = Zk:1 ai Bk VikE[S] ie{l,....]}
I /
2,21 E[Six] = Zi:1 o Bk VikE[S]  ke{l,....K}
Schétzer ay, ..., a; und 31 - ,BK der Parameter oy, ..., q

und f4, ..., Bk heiBen Marginalsummenschatzer, wenn sie die
Marginalsummengleichungen

K . = K Sik .

Zk:1 Qi Bk Vik = Zk:1 é ie{l,....I
[N / Kk

Zi:1aiﬁkvi,k = Zi:1 é ke{l,....,K}

erfullen.

n
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Marginalsummenschatzung: Schadenzahlen (1)

Fidr die Schadenzahlen der Tarifzellen und des gesamten

Bestandes gilt
E . Nixk =N
(ibke@

E[Nik] = ci Bk vik E[N]

sowie

Beachte: Es gilt
E[S] = E[N] E[X]

und wegen E[X; x| = E[X] gilt
E[Si«] = E[N;«] E[X]
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Marginalsummenschatzung: Schadenzahlen (2)

Aus der Gleichung E[Ni; k] = «; Bk vi x E[N] erhalt man durch
Summation

K

K .
Zk:1 E[Nik] = Zk:1 ;i Bk Vik E[N] ic{1,....1}
/ /
2,21 E[Nik] = Zi:1 ai Bk VikEIN]  ke{l,....K}
und damit die Marginalsummengleichungen

K K

~ D N'k .
Zk:1ai/3kvi,k = Zk:1 I(I ie{1,....I
s 1 N'k
> @ibkvik = Y ke{t. K}

(jetzt mit N; /N anstelle von S; x/S).
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Marginalsummenschatzung: Schadenzahlen (3)

Die Marginalsummenschatzung auf der Basis der
Schadenzahlen lasst sich in Fall v; x € (0, 00) fir alle (i, k) € Q
durch das Maximum-Likelihood—Prinzip begrinden:

Seip : Ny — R+ gegeben durch
p(n) := P[{N = nj]

Dann gilt far jede Familie {n; «}ixeq € Nomitn:= > njy
(i,k)eQ
n! nlk
P ﬂ {Nik=nix}| = I ikl nik PN
(i,k)eQ (,.’k)eo B ik)eq

= —=—— [[ (@iBkvix)™ -p(n)

.H n’vk (i,k)eQ
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Marginalsummenschatzung: Schadenzahlen (4)

Likelihood—Funktion:

L(a1 Yoy a/? B‘l P 7//B\K | {Ni,k}(i,k)eO)
N! ~5 ,
T N [T @iBkvi)x - p(N)

(iieq WK ikea
Log-Likelihood—Funktion:

(logoL) <a1 veees @ B, B {Ni,k}(i,k)eo>

= > Niklog(@hvik) + C
(i,k)eQ
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Marginalsummenschatzung: Schadenzahlen (5)

Lagrange—Ansatz: Minimiere

€<a1)"'7a/7§1a"'53f<7>‘ ‘ {Ni,k}(i,k)€0>
= Z NI Kk Iog(a,ﬁk Vi k + A Z alﬂk Vik
(i,K)eQ (i,k)eQ

Partielle Differentiation ergibt

K N; K ~ .
Z :k — )\Zk:1ﬁkvi’k 16{1,...,/}

k=1 Q;

/ N,'7k _ I
2/21 /ﬂ\k - /\Zi:1alvl,k ke{l,...,K}

1 = Z(’.yk)eoaiﬂkvi,k
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Marginalsummenschatzung: Schadenzahlen (6)
und damit
K K __~ )
Zk=1 N;7k = )\Zk:1 Oz,ﬂkv,',k I € {1 ey /}
I I~
Zi=1 N,'7k = AZ/:1 a,ﬂkv,-yk k € {1,...,K}
1 = Z(i,k)eo Qi Vi k
Wegen
N= Z(i,k)eQ Nik = )‘Z(i,k)eoa’ﬂkv’”‘ =A
ergeben sich daraus die Marginalsummengleichungen
K = K Ni,k .
Zk:1aiﬂkvi,k = Zk:1 N ic{1,...,1}
I N;
ik ,K}

Z,;aigkvi,k = > n ket
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Marginalsummenproblem (1)

Gegeben: Matrizen V., S ¢ ]RE""’I}X“"“’K} mit der Eigenschaft,
dass jede Zeile und jede Spalte von V und S ein von 0
verschiedenes Element enthalt.

Gesucht: Lésungen (u, a, 8) € (0,00) x (0,00)! x (0,00)X der
Marginalsummengleichungen (MS—-Gleichungen)

K P _
Zk:1 paByVik = Zk:1 Sik ie{l,.... 1}
! I

ZH pai i Vik = ZI_:1 sik ke{l,....K}

Bemerkung: Ist (i, a, ) eine Lésung der MS—Gleichungen, so
gilt
>t ket Sik 1’81

n = K
it Sy i vikBe VB
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Marginalsummenproblem (2)

Die MS—Gleichungen besitzen eine radial eindeutige Lésung
wenn
» sie eine Lésung (a*, 8*) besitzen und
» jede Losung (a, 3) die Gestalt (ca*, dB*) mit ¢, d € (0, )
besitzt.

Beispiel. Im Fall v; x = v > 0 fur alle (i, k) besitzen die
MS-Gleichungen die Gestalt

(pv1B)a = Si1
(pvta) = S1
und damit die (radial eindeutige) Lésung (a*, 3*) mit
o = S1
Bg* = S
und p* = (v1'S1)~".
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Aquivalente Fixpunktprobleme (1)

Seien G: (0,00)! — (0,00)K und H : (0, 00)K — (0, c0)’
koordinatenweise definiert durch

1'Sey _est
o'Vey und Hi(B)

Gk(a) = = VA

Dann ist («, 3) genau dann eine Lésung der MS—Gleichungen,
wenn es ein p € (0, co) gibt mit

pa=H(@B) und  uB=Ga)
und in diesem Fall gilt
1St
a o'V 3

Die Abbildungen G und H sind stetig, monoton fallend, und
homogen vom Grad —1.
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Aquivalente Fixpunktprobleme (2)

Seien & : (0,00)! — (0,00)/ und V¥ : (0, 00)K — (0, 00)K
definiert durch

b:=HoG und V:=GoH

Die Abbildungen ¢ und WV sind stetig, monoton wachsend, und
homogen von Grad 1. Es gilt

God=Vo@G und bPoH=HoWV

Satz.
» Ist (a, 3) eine Losung der MS—Gleichungen, so ist a ein
Fixpunkt von ¢ und 3 ein Fixpunkt von V.
» Ist a ein Fixpunkt von @, so ist G(«) ein Fixpunkt von W
und («, G(@)) ist eine Lésung der MS—Gleichungen.
» Ist B ein Fixpunkt von ¥, so ist H(3) ein Fixpunkt von ¢
und (H(B), B) ist eine Lésung der MS—Gleichungen.
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Aquivalente Fixpunktprobleme (3)

Beweis.
» Sei («, 3) eine Losung der MS—Gleichungen und sei
u:=181/a’V3. Dann gilt

pa = H(B) = H(u' G(a)) = n H(G(a)) = 1 ()

Daher ist a ein Fixpunkt von .
» Sei «a ein Fixpunkt von ¢. Dann gilt

V(G(a)) = G(®(a)) = G(ax)
Daher ist G(«) ein Fixpunkt von W. Sei nun
8= G(a)

Dann gilt
a = ®(a) = H(G(a)) = H(B)

Daher ist (a, B) eine Lésung der MS—Gleichungen.
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Aquivalente Fixpunktprobleme (4)

Satz. Folgende Aussagen sind dquivalent:
» Die MS—-Gleichungen besitzen eine radial eindeutige
Lésung.
» & besitzt einen radial eindeutigen Fixpunkt.
» WV besitzt einen radial eindeutigen Fixpunkt.

Existenzsatz. Fur alle (/, k) gelte v; x > 0.
Dann besitzt ¢ einen Fixpunkt.

Beweisskizze. Sei G : R., \ {0} — (0, 00)X koordinatenweise
definiert durch

— . 1’Sek

Gk(a) T a/Vek
und sei o
d:=HoG

Dann sind G und ¢ stetige Fortsetzungen von G und &.
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Aquivalente Fixpunktprobleme (5)

» Sei
al={acr,|Ta=1}

und sei ¢ : A — A/ gegeben durch

o(a) :

- 1+11’¢on) (a+B(a))

Dann ist A/ nichtleer, konvex und kompakt und ® ist stetig.
Nach dem Fixpunktsatz von Brouwer besitzt ¢ einen
Fixpunkt a.

» « ist Fixpunkt von &.
» Wegen a = &(a) € (0, 00)" ist  ein Fixpunkt von .
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Radiale Eindeutigkeit und lteration (1)

Satz. Fur alle (/, k) gelte v; x > 0.
Ist « ein Fixpunkt von @, so gibt es zu jedem x € (0, o)’ ein
¢ € (0, 00) mit

nlim d"(x) =fa
Beweisidee:

b
A

«

z(N)
u(”) (D(n)(X)
- t1
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Radiale Eindeutigkeit und lteration (2)

Folgerung. Fur alle (/, k) gelte v; x > 0.
Dann besitzt ¢ einen radial eindeutigen Fixpunki.
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Gliederung

@ Ldsbarkeit der Marginalsummengleichungen

e Beispiel
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Beispiel (1)

Beispiel. Fur

20 (10
V.:(31> und S._<04>

gilt v4 o = 0 (!) und es ergibt sich

2povq By 1
Buafy + pagfe = 4
2uBraq +3uprag = 1

pheaz = 4

Die Marginalsummengleichungen besitzen daher keine Lésung.
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Beispiel (2)
Es gilt
-
o(a) — 2/(2&14—1—3a2)

3/(2a1+3ap) +4/a

und lteration mit dem Anfangswert x := (1/2) 1 ergibt die
folgenden skalierten Iterierten x(" := &7 (x)/1'o (") (x):

n xf”) xz(”)
0 05 0,5
1 0,742 0,258
10 0,952 0,048
100 0,995 0,005
1000 0,999 0,001
10000 1,000 0,000
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Gliederung
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DSVM = Dresdner Schriften zur Versicherungsmathematik.
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