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Multiplikativer Tarif (1)

Kraftfahrthaftpflicht–Bestand eines
Versicherungsunternehmens:

Region Fahrleistung in km/Jahr
0-20.000 20.000–40.000 40.000–∞

...
DD 600 300 100

...
SB 180 75 20
...

Tarifmerkmale:
I Region
I Fahrleistung
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Multiplikativer Tarif (2)
Prämien in Prozent der Grundprämie:

Region Fahrleistung in km/Jahr
0-20.000 20.000–40.000 40.000–∞ Faktor

...
DD 0,54 0,72 0,90 0,90

...
SB 0,42 0,56 0,70 0,70
...

Faktor 0,60 0,80 1,00

Vorteile eines multiplikativen Tarifs:
I Weniger Tariffaktoren als Tarifzellen.
I Trennung von Prämienniveau (Grundprämie) und Struktur

des Bestandes.
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Multiplikativer Tarif (3)
Notation für zwei Tarifmerkmale I und K:

I Tarifklassen i ∈ {1, . . . , I} für Tarifmerkmal I
I Tarifklassen k ∈ {1, . . . , K} für Tarifmerkmal K
I Tarifzellen (i , k) ∈ {1, . . . , I} × {1, . . . , K} =: Q
I Volumen vi,k ∈ (0,∞) in Tarifzelle (i , k) ∈ Q
I Schadenaufwand Si,k in Tarifzelle (i , k)

I Schadenbedarf pro Risiko in Tarifzelle (i , k):

Si,k

vi,k

I Nettoprämie pro Risiko in Tarifzelle (i , k):

E
[

Si,k

vi,k

]
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Multiplikativer Tarif (4)
Ein multiplikativer Tarif liegt vor, wenn es Parameter
µ, α1, . . . , αI , β1, . . . , βK ∈ (0,∞) gibt mit

E
[

Si,k

vi,k

]
= µαi βk

für alle (i , k) ∈ Q.

Mögliche Normierungen:
I maxI

i=1 αi = 1 = maxK
k=1 βk

I
∑I

i=1 αi = 1 =
∑K

k=1 βk

Bezeichnungen:
I Grundprämie µ

I Tariffaktoren α1, . . . , αI und β1, . . . , βK
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Kollektives Modell (1)
Sei

I (Ω,F , P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (M,M) ein
Messraum,

I N eine Zufallsvariable mit Werten in N0, und
I {Yj}j∈N eine Folge von Zufallsgrößen mit Werten in M.

Das Paar
〈N, {Yj}j∈N〉

heißt kollektives Modell, wenn die Folge {Yj}j∈N unabhängig
und identisch verteilt (i.i.d.) und unabhängig von N ist.

Interpretation:
I N ist die Schadenzahl des Bestandes (in einem

Geschäftsjahr)
I Yj ist die Schadenvariable des j–ten Schadens des

Bestandes und gibt die Tarifzelle des Risikos, das den
Schaden verursacht, und die Schadenhöhe an.
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Kollektives Modell (2)

Ziel: Zerlegung des kollektiven Modells 〈N, {Yj}j∈N〉 nach einer
messbaren Zerlegung

M1, . . . , Mm

von M mit
ηp := P[{Y ∈ Mp}]

und ηp ∈ (0, 1) für alle p ∈ {1, . . . , m},
wobei Y eine Zufallsgröße bezeichnet,
die dieselbe Verteilung besitzt wie jede der Zufallsgrößen Yj .

Wir konstruieren zunächst die Verdünnung für festes
p ∈ {1, . . . , m} und betrachten sodann die Eigenschaften der
Verdünnung und der Zerlegung als Ganzes.
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Verdünnung (1)
Verdünnung für festes p ∈ {1, . . . , m}:

I Sei

Np :=
N∑

j=1

χ{Yj∈Mp}

die Anzahl der Schäden mit einem Wert in Mp.
I Sei νp;0 := 0 und für j ∈ N sei

νp;j := inf
{

l ∈ N
∣∣∣ νp;j−1 < l und Yl ∈ Mp

}
die Nummer des j–ten Schadens mit einem Wert in Mp.

I Für j ∈ N sei

Yp;j :=
∞∑

l=1

χ{νp;j=l}Yl

die Schadenvariable des j–ten Schadens mit einem Wert
in Mp.
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Verdünnung (2)

Satz. Für jedes p ∈ {1, . . . , m} ist das Paar

〈Np, {Yp;j}j∈N〉

ein kollektives Modell.

Die Unabhängigkeit von Np und {Yp;j}j∈N ist bemerkenswert,
da jede dieser Zufallsgrößen unter Verwendung der Folge
{Yj}j∈N konstruiert wurde.

Allgemeine Anwendung in der Statistik:
(Nachträgliche) Zerlegung einer Stichprobe nach den
Ausprägungen eines der betrachteten Merkmale.

Es bleiben die Abhängigkeiten zwischen den verdünnten
kollektiven Modellen zu untersuchen.
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Zerlegung (1)
Satz. Die Familien

{Y1;j}j∈N, . . . , {Ym;j}j∈N

sind unabhängig voneinander.

Mit 〈N, {Yj}j∈N〉 ist für alle p ∈ {1, . . . , m} auch

〈N, {χ{Xj∈Mp}}j∈N〉

ein kollektives Modell und für alle p, q ∈ {1, . . . , m} mit p 6= q
gelten die Wald’schen Gleichungen

E[Np] = ηp E[N]

var[Np] = ηp E[N] + η2
p (var[N]− E[N])

cov[Np, Nq] = ηp ηq (var[N]− E[N])
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Zerlegung (2)
Satz. Es gilt

N =
m∑

p=1

Np

und für jede Familie {np}p∈{1,...,m} ⊆ N0 mit
∑m

p=1 np = n gilt

P

[
m⋂

p=1

{Np = np}

∣∣∣∣∣ {N = n}

]
=

n!∏m
p=1 np!

m∏
p=1

η
np
p

Satz. Folgende Aussagen sind äquivalent:
I Die Familie {Np}p∈{1,...,m} ist unabhängig.
I N besitzt eine Poisson–Verteilung.

In diesem Fall besitzen auch alle Schadenzahlen Np eine
Poisson–Verteilung.
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Zerlegung nach Tarifzellen (1)
Wir betrachten das kollektive Modell 〈N, {Yj}j∈N〉 mit

M := ({1, . . . , I} × {1, . . . , K})×R = Q ×R

und M := 2{1,...,I}×{1,...,K} ⊗ B(R) = 2Q ⊗ B(R). Dann lassen
sich die Schadenvariablen in der Form

Yj =

(
Tj
Xj

)
darstellen, wobei

I Tj die Tarifzelle bezeichnet, der das Risiko, das den
j–Schaden verursacht, angehört, und

I Xj die Schadenhöhe des j–ten Schadens bezeichnet.
Wir nehmen an, dass für alle j ∈ N die Zufallsvariablen Tj und
Xj voneinander unabhängig sind und P[{Xj ≥ 0}] = 1 gilt.
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Zerlegung nach Tarifzellen (2)

Mit 〈N, {Yj}j∈N〉 ist auch

〈N, {Xj}j∈N〉

ein kollektives Modell und für den Schadenaufwand des
Bestandes

S :=
∑N

j=1
Xj

gilt die Wald’sche Gleichung

E[S] = E[N] E[X ]

wobei X eine Zufallsvariable bezeichnet,
die dieselbe Verteilung besitzt wie jede der Schadenhöhen Xj .
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Zerlegung nach Tarifzellen (3)
Aus der Zerlegung des kollektiven Modells 〈N, {Yj}j∈N〉 nach
den Mengen

Mi,k := {(i , k)} ×R
mit

ηi,k := P[{Y ∈ Mi,k}] = P[{T = (i , k)}]
und ηi,k ∈ (0, 1) ergeben sich die kollektiven Modelle

〈Ni,k , {Yi,k ;j}j∈N〉

für die Tarifzellen und es gilt

Yi,k ;j =

(
(i , k)
Xi,k ;j

)
Schadenaufwand der Tarifzelle (i , k):

Si,k :=
∑Ni,k

j=1
Xi,k ;j
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Zerlegung nach Tarifzellen (4)

Satz. Für alle (i , k) ∈ Q gilt
I P[{Xi,k ∈ B}] = P[{X ∈ B}] für alle B ∈ B(R).
I E[Ni,k ] = ηi,k E[N].
I E[Si,k ] = E[Ni,k ] E[Xi,k ] = ηi,k E[N] E[X ] = ηi,k E[S].

Satz.
I Es gilt N =

∑
(i,k)∈Q Ni,k .

I Für jede Familie {ni,k}(i,k)∈Q ⊆ N0 mit
∑

(i,k)∈Q ni,k = n gilt

P

[ ⋂
(i,k)∈Q

{Ni,k = ni,k}

∣∣∣∣∣ {N = n}

]
=

n!∏
(i,k)∈Q ni,k !

∏
(i,k)∈Q

η
ni,k
i,k

I Es gilt S =
∑

(i,k)∈Q Si,k .
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Proportionale Auswahlwahrscheinlichkeiten (1)

Gegeben: Bekannte Volumenmaße

vi,k ∈ R+

für alle Tarifzellen (i , k) ∈ Q.

Annahme: Es gibt Parameter α1, . . . , αI ∈ (0,∞) und
β1, . . . , βK ∈ (0,∞) mit

ηi,k = αi βk vi,k

für alle (i , k) ∈ Q. Dann gilt∑
(i,k)∈Q

αi βk vi,k = 1
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Proportionale Auswahlwahrscheinlichkeiten (2)

Wegen ηi,k = αi βk vi,k gilt
I für die erwartete Schadenzahl in Tarifzelle (i , k)

E[Ni,k ] = ηi,k E[N] = αi βk vi,k E[N]

I für den erwarteten Schadenaufwand in Tarifzelle (i , k)

E[Si,k ] = ηi,k E[S] = αi βk vi,k E[S]

I für die Nettoprämie pro Risiko in Tarifzelle (i , k)

E[Si,k/vi,k ] = αi βk E[S]

Insbesondere ergibt sich ein multiplikativer Tarif.
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Marginalsummenschätzung: Schadenaufwände (1)

Schätzung auf der Grundlage von Schadenaufwänden:

Für die Schadenaufwände der Tarifzellen und des gesamten
Bestandes gilt ∑

(i,k)∈Q
Si,k = S

sowie
E[Si,k ] = αi βk vi,k E[S]
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Marginalsummenschätzung: Schadenaufwände (2)
Aus der Gleichung E[Si,k ] = αi βk vi,k E[S] erhält man durch
Summation∑K

k=1
E[Si,k ] =

∑K

k=1
αi βk vi,k E[S] i ∈ {1, . . . , I}∑I

i=1
E[Si,k ] =

∑I

i=1
αi βk vi,k E[S] k ∈ {1, . . . , K}

Schätzer α̂1, . . . , α̂I und β̂1, . . . , β̂K der Parameter α1, . . . , αI
und β1, . . . , βK heißen Marginalsummenschätzer, wenn sie die
Marginalsummengleichungen∑K

k=1
α̂i β̂k vi,k =

∑K

k=1

Si,k

S
i ∈ {1, . . . , I}∑I

i=1
α̂i β̂k vi,k =

∑I

i=1

Si,k

S
k ∈ {1, . . . , K}

erfüllen.
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Marginalsummenschätzung: Schadenzahlen (1)

Für die Schadenzahlen der Tarifzellen und des gesamten
Bestandes gilt ∑

(i,k)∈Q
Ni,k = N

sowie
E[Ni,k ] = αi βk vi,k E[N]

Beachte: Es gilt
E[S] = E[N] E[X ]

und wegen E[Xi,k ] = E[X ] gilt

E[Si,k ] = E[Ni,k ] E[X ]
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Marginalsummenschätzung: Schadenzahlen (2)

Aus der Gleichung E[Ni,k ] = αi βk vi,k E[N] erhält man durch
Summation∑K

k=1
E[Ni,k ] =

∑K

k=1
αi βk vi,k E[N] i ∈ {1, . . . , I}∑I

i=1
E[Ni,k ] =

∑I

i=1
αi βk vi,k E[N] k ∈ {1, . . . , K}

und damit die Marginalsummengleichungen∑K

k=1
α̂i β̂k vi,k =

∑K

k=1

Ni,k

N
i ∈ {1, . . . , I}∑I

i=1
α̂i β̂k vi,k =

∑I

i=1

Ni,k

N
k ∈ {1, . . . , K}

(jetzt mit Ni,k/N anstelle von Si,k/S).
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Marginalsummenschätzung: Schadenzahlen (3)
Die Marginalsummenschätzung auf der Basis der
Schadenzahlen lässt sich in Fall vi,k ∈ (0,∞) für alle (i , k) ∈ Q
durch das Maximum–Likelihood–Prinzip begründen:

Sei p : N0 → R+ gegeben durch

p(n) := P[{N = n}]

Dann gilt für jede Familie {ni,k}(i,k)∈Q ⊆ N0 mit n :=
∑

(i,k)∈Q
ni,k

P

 ⋂
(i,k)∈Q

{Ni,k = ni,k}

 =
n!∏

(i,k)∈Q
ni,k !

∏
(i,k)∈Q

η
ni,k
i,k · p(n)

=
n!∏

(i,k)∈Q
ni,k !

∏
(i,k)∈Q

(αiβkvi,k )ni,k · p(n)
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Marginalsummenschätzung: Schadenzahlen (4)

Likelihood–Funktion:

L
(
α̂1, . . . , α̂I , β̂1, . . . , β̂K

∣∣∣ {Ni,k}(i,k)∈Q

)
=

N!∏
(i,k)∈Q

Ni,k !

∏
(i,k)∈Q

(α̂i β̂kvi,k )Ni,k · p(N)

Log–Likelihood–Funktion:

(log ◦L)
(
α̂1, . . . , α̂I , β̂1, . . . , β̂K

∣∣∣ {Ni,k}(i,k)∈Q

)
=

∑
(i,k)∈Q

Ni,k log(α̂i β̂kvi,k ) + C
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Marginalsummenschätzung: Schadenzahlen (5)
Lagrange–Ansatz: Minimiere

`
(
α̂1, . . . , α̂I , β̂1, . . . , β̂K , λ

∣∣∣ {Ni,k}(i,k)∈Q

)
=

∑
(i,k)∈Q

Ni,k log(α̂i β̂kvi,k ) + λ

1−
∑

(i,k)∈Q

α̂i β̂kvi,k


Partielle Differentiation ergibt∑K

k=1

Ni,k

α̂i
= λ

∑K

k=1
β̂kvi,k i ∈ {1, . . . , I}∑I

i=1

Ni,k

β̂k
= λ

∑I

i=1
α̂ivi,k k ∈ {1, . . . , K}

1 =
∑

(i,k)∈Q
α̂i β̂kvi,k
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Marginalsummenschätzung: Schadenzahlen (6)
und damit∑K

k=1
Ni,k = λ

∑K

k=1
α̂i β̂kvi,k i ∈ {1, . . . , I}∑I

i=1
Ni,k = λ

∑I

i=1
α̂i β̂kvi,k k ∈ {1, . . . , K}

1 =
∑

(i,k)∈Q
α̂i β̂kvi,k

Wegen

N =
∑

(i,k)∈Q
Ni,k = λ

∑
(i,k)∈Q

α̂i β̂kvi,k = λ

ergeben sich daraus die Marginalsummengleichungen∑K

k=1
α̂i β̂k vi,k =

∑K

k=1

Ni,k

N
i ∈ {1, . . . , I}∑I

i=1
α̂i β̂k vi,k =

∑I

i=1

Ni,k

N
k ∈ {1, . . . , K}
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Marginalsummenproblem (1)
Gegeben: Matrizen V, S ∈ R{1,...,I}×{1,...,K}

+ mit der Eigenschaft,
dass jede Zeile und jede Spalte von V und S ein von 0
verschiedenes Element enthält.

Gesucht: Lösungen (µ,α,β) ∈ (0,∞)× (0,∞)I × (0,∞)K der
Marginalsummengleichungen (MS–Gleichungen)∑K

k=1
µαi βk vi,k =

∑K

k=1
si,k i ∈ {1, . . . , I}∑I

i=1
µαi βk vi,k =

∑I

i=1
si,k k ∈ {1, . . . , K}

Bemerkung: Ist (µ,α,β) eine Lösung der MS–Gleichungen, so
gilt

µ =

∑I
i=1

∑K
k=1 si,k∑I

i=1
∑K

k=1 αi vi,kβk
=

1′S1
α′Vβ
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Marginalsummenproblem (2)
Die MS–Gleichungen besitzen eine radial eindeutige Lösung
wenn

I sie eine Lösung (α∗,β∗) besitzen und
I jede Lösung (α,β) die Gestalt (cα∗, dβ∗) mit c, d ∈ (0,∞)

besitzt.

Beispiel. Im Fall vi,k = v > 0 für alle (i , k) besitzen die
MS–Gleichungen die Gestalt

(µ v 1′β) α = S1
(µ v 1′α) β = S′1

und damit die (radial eindeutige) Lösung (α∗,β∗) mit

α∗ = S1
β∗ = S′1

und µ∗ = (v 1′S1)−1.
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Äquivalente Fixpunktprobleme (1)

Seien G : (0,∞)I → (0,∞)K und H : (0,∞)K → (0,∞)I

koordinatenweise definiert durch

Gk (α) :=
1′Sek

α′Vek
und Hi(β) :=

e′iS1
e′iVβ

Dann ist (α,β) genau dann eine Lösung der MS–Gleichungen,
wenn es ein µ ∈ (0,∞) gibt mit

µα = H(β) und µβ = G(α)

und in diesem Fall gilt

µ =
1′S1
α′Vβ

Die Abbildungen G und H sind stetig, monoton fallend, und
homogen vom Grad −1.
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Äquivalente Fixpunktprobleme (2)
Seien Φ : (0,∞)I → (0,∞)I und Ψ : (0,∞)K → (0,∞)K

definiert durch

Φ := H ◦G und Ψ := G ◦ H

Die Abbildungen Φ und Ψ sind stetig, monoton wachsend, und
homogen von Grad 1. Es gilt

G ◦ Φ = Ψ ◦G und Φ ◦ H = H ◦Ψ

Satz.
I Ist (α,β) eine Lösung der MS–Gleichungen, so ist α ein

Fixpunkt von Φ und β ein Fixpunkt von Ψ.
I Ist α ein Fixpunkt von Φ, so ist G(α) ein Fixpunkt von Ψ

und (α, G(α)) ist eine Lösung der MS–Gleichungen.
I Ist β ein Fixpunkt von Ψ, so ist H(β) ein Fixpunkt von Φ

und (H(β),β) ist eine Lösung der MS–Gleichungen.
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Äquivalente Fixpunktprobleme (3)
Beweis.

I Sei (α,β) eine Lösung der MS–Gleichungen und sei
µ := 1′S1/α′Vβ. Dann gilt

µα = H(β) = H(µ−1G(α)) = µ H(G(α)) = µΦ(α)

Daher ist α ein Fixpunkt von Φ.
I Sei α ein Fixpunkt von Φ. Dann gilt

Ψ(G(α)) = G(Φ(α)) = G(α)

Daher ist G(α) ein Fixpunkt von Ψ. Sei nun

β := G(α)

Dann gilt
α = Φ(α) = H(G(α)) = H(β)

Daher ist (α,β) eine Lösung der MS–Gleichungen.
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Äquivalente Fixpunktprobleme (4)
Satz. Folgende Aussagen sind äquivalent:

I Die MS–Gleichungen besitzen eine radial eindeutige
Lösung.

I Φ besitzt einen radial eindeutigen Fixpunkt.
I Ψ besitzt einen radial eindeutigen Fixpunkt.

Existenzsatz. Für alle (i , k) gelte vi,k > 0.
Dann besitzt Φ einen Fixpunkt.

Beweisskizze. Sei G : RI
+ \ {0} → (0,∞)K koordinatenweise

definiert durch

Gk (α) :=
1′Sek

α′Vek

und sei
Φ := H ◦G

Dann sind G und Φ stetige Fortsetzungen von G und Φ.
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Äquivalente Fixpunktprobleme (5)

I Sei
∆I :=

{
α ∈ RI

+

∣∣∣ 1′α = 1
}

und sei Φ̃ : ∆I → ∆I gegeben durch

Φ̃(α) :=
1

1 + 1′Φ(α)

(
α + Φ(α)

)
Dann ist ∆I nichtleer, konvex und kompakt und Φ̃ ist stetig.
Nach dem Fixpunktsatz von Brouwer besitzt Φ̃ einen
Fixpunkt α.

I α ist Fixpunkt von Φ.
I Wegen α = Φ(α) ∈ (0,∞)I ist α ein Fixpunkt von Φ.
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Radiale Eindeutigkeit und Iteration (1)
Satz. Für alle (i , k) gelte vi,k > 0.
Ist α ein Fixpunkt von Φ, so gibt es zu jedem x ∈ (0,∞)I ein
ξ ∈ (0,∞) mit

lim
n→∞

Φn(x) = ξ α

Beweisidee:

- t1

6

t2

•
u(n)

•
Φ(n)(x)

• z(n)

• α

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

��
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Radiale Eindeutigkeit und Iteration (2)

Folgerung. Für alle (i , k) gelte vi,k > 0.
Dann besitzt Φ einen radial eindeutigen Fixpunkt.
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Beispiel (1)

Beispiel. Für

V :=

(
2 0
3 1

)
und S :=

(
1 0
0 4

)
gilt v1,2 = 0 (!) und es ergibt sich

2µα1β1 = 1
3µα2β1 + µα2β2 = 4
2µβ1α1 + 3µβ1α2 = 1

µβ2α2 = 4

Die Marginalsummengleichungen besitzen daher keine Lösung.
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Beispiel (2)
Es gilt

Φ(α) =


1

2/(2α1+3α2)

4
3/(2α1+3α2) + 4/α2


und Iteration mit dem Anfangswert x := (1/2) 1 ergibt die
folgenden skalierten Iterierten x(n) := Φ(n)(x)/1′Φ(n)(x):

n x (n)
1 x (n)

2

0 0,5 0,5
1 0,742 0,258

10 0,952 0,048
100 0,995 0,005

1000 0,999 0,001
10000 1,000 0,000
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