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Prognose—Problem

Gegeben:

Eine Folge von quadratisch integrierbaren Zufallsvariablen
{Xk}kew, (Schadenzahlen, Schadenhdhen), wobei Xy nicht
beobachtbar ist und alle anderen X beobachtbar sind.

Prognose—Problem:
Existenz und Eindeutigkeit eines Pradiktors fur X, der in der
Klasse A, aller zulassigen Pradiktoren (Pramien) der Form

n
§=a+ Yy axXk
k=1
den erwarteten quadratischen Prognosefehler

E[(6 — Xo)?]

minimiert (n € IN zunachst fest; dann Asymptotik).
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Klassisches Credibility—Modell (1)

Annahmen des klassischen Credibility—Modells
(BUhlmann/Straub, 1967/1970):

» Es gibt einen zufalligen Risikoparameter ©.
» Die Folge { Xk} ke, ist bezliglich © bedingt i.i.d.

Erste Konsequenz aus den Modellannahmen:
Far alle i, k € INg mit i # k gilt

cov[X;, Xx] = E[cov(X;, Xk|©)] + cov[E(Xj|©), E(Xk|O)]
= COV[E(X|©), E(X|9)]
= var[E(X|9)]
> 0
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Klassisches Credibility—Modell (2)

Benchmark und Hilfsmittel:
Die Individual-Pramie
snd.— E(x|0)

ist der eindeutig bestimmte Minimierer des erwarteten
quadratischen Prognosefehlers

E[(6 — X0)?]
liber 6 € [2(o(©)). Es gilt E[s1"d] = E[X,] und

E[(6™4 — Xo)?] = Elvar(X|©)]
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Klassisches Credibility—Modell (3)

Bayes’scher Ansatz:
Die Bayes—Pramie
sBayesm) .— E(Xo|Xq,. .., Xp)

ist der eindeutig bestimmte Minimierer des erwarteten
quadratischen Prognosefehlers

E[(6 — Xo)’]
tber § € L2(a (X1, ..., Xn)). Es gilt E[sBayes™] = E[X,] und

E[(0B®eM™ — X0)2] = Efvar(Xo| Xy, . .., Xn)]
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Klassisches Credibility—Modell (4)

Fundamental-Gleichung:
Furalle k € INg\ {1,...,n} und § € L?(c(Xq, ..., Xp)) qilt

E[(8 — Xc)?] = E[(8 — 6M9)?] + E[(a™ — X,)?]

Unmittelbare Konsequenz (k = 0):
sBayesm) .— E(Xo|Xy,..., Xn) = E(G™M|X;, ..., Xp)

Insbesondere konvergiert das Martingal {sBayes(my . fast
sicher und im quadratischen Mittel gegen

E(Xo| X1, Xa...) = E@™|X1, X, ...

Bestimmung des Grenzwertes spater.
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Klassisches Credibility—Modell (5)

Beispiele:
» Im Fall Pg = Gamma(a, 3) und Py o = Poisson(©)
gilt s1nd = @
und Po)x,,. x, = Gamma(a + n, 5+ > ;_; Xk) und damit

sBayes(n) _ o
oz—f—noz a—+n nz K

» Im Fall Po = Pareto(«, 3) mit 5 > 2 und
Pxjo = Umform(O 0) giltsd =g /2

und Pox,, . x, = Pareto(max{a, Xi, ..., Xn}, -+ n) und
damit
Bayes) _ __ A+ N X x
g 2(3—1+4n) max{a, X, ..., Xn}
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Klassisches Credibility—Modell (6)

Credibility—Ansatz:

Parameter:
n = E[E(X]|O)]
¢ = E]var(X|9)]
A = var[E(X|9)]
Kk = @/
Es gilt
EX] = n

var[X] = ¢+ A
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Klassisches Credibility—Modell (7)

Die Credibility—Pramie

Credin) ._ K
) =
k+nl /<;+nnzk

ist der eindeutig bestimmte Minimierer des erwarteten
quadratischen Prognosefehlers

E[(6 — Xo)?]

tber § € Ap = span{1, X, ..., X,}. Es gilt E[sCred™] = E[X,]
und
A

Cred(n) 21 _
E(s X0l = o+
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Klassisches Credibility—Modell (8)
Aufgrund der Fundamental-Gleichung gilt

E[(5Cred(n) _ 5Ind)2] + E[((Slnd N X0)2] _ E[((scred(n) _ X0)2]

und aus
E[(6"™ - %) = ¢
Cred(n) 21 _
E[(s XP = et
folgt nun
n”m sCred(n) _ sInd

im quadratischen Mittel.
Nach dem Bedingten Gesetz der Grof3en Zahlen gilt auBerdem

lim 5Cred(n) _ 5Ind

n—oo

fast sicher.
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Klassisches Credibility—Modell (9)
Aufgrund der Fundamental-Gleichung gilt

E[(8"™ ~ Xo)?]

E[((SBayes(n) . 5Ind)2] + E[((Slnd . XO)Z]
E[((SBayes(n) _ XO)Z]

E[(5Cred(n) _ X0)2]

-+

¥

IN

IN

A
K+n

und damit
lim 5Bayes(n) _ 6Ind

n—oo

im quadratischen Mittel. Insbesondere gilt auch

lim 5Bayes(n) _ 5Ind

n—oo

fast sicher.
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Allgemeines Credibility—Modell (1)

Im allgemeinen Credibility—Modell werden keine Annahmen an
die Verteilung der Folge {Xx} ke, getroffen.

Hilbert—Raum—Ansatz:

» Der Raum L2 der (Aquivalenzklassen der) quadratisch
integrierbaren Zufallsvariablen ist unter dem Skalarprodukt

(X,Y) = E[XY]
ein Hilbert—=Raum mit der Norm
I1X]| = (X, X)"/2 := (E[X?])"/2

» Die Menge
Ap:=span{1, X1,..., X}

ist ein abgeschlossener linearer Teilraum von 2.
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Allgemeines Credibility—Modell (2)

Projektionssatz im Hilbert—Raum:
Es gibt genau ein §€red®™ ¢ A, mit

E[(TI™ — X)) = inf E[(6 ~ X0)?]

Achtung: Aus der Eindeutigkeit des Minimierers (also des
Credibility—Pradiktors) §€red™) folgt nicht, dass auch die
Koeffizienten der Darstellung

n
(5Cred(n) =4 + Z ax Xk
k=1

eindeutig bestimmt sind.
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Allgemeines Credibility—Modell (3)

Normalgleichungen: Fir § € A, sind aquivalent:
» Es gilt § = §Cred®),
» Firalle Z € Ap gilt

E[6Z] = E[XpZ]
» Esgilt E[6] = E[Xp] und fur alle k € {1,...,n} gilt
E[6X] = E[XoXk]
» Esgilt E[6] = E[Xp] und fur alle k € {1,...,n} gilt
cov[o, Xx] = cov[Xp, Xk]

Insbesondere ist der Credibility—Pradiktor €™ gjn
erwartungstreuer Pradiktor flr Xp.
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Allgemeines Credibility—Modell (4)

Darstellung der beobachtbaren Zufallsvariablen Xj, ..., X, als
Zufallsvektor:
Xi
X:= :
Xn
Sei
p = E[X]
Y = var[X]
po = E[Xo]
o = cov[Xp,X]
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Allgemeines Credibility—Modell (5)

Fir a € R und a € R" sind &quivalent:
» Es gilt 6CredM — 54 a’X.
» Es gilt

at+ap 110
axr = p

Ist X invertierbar, so gilt

o) = g + @X (X — )
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Standard Credibility—Modell (1)

Annahme des Standard Credibility—Modells:

Es gibt Parameter u, A € R und ¢q, ¢1, ..., ¢©n € (0, 00) mit

n
T+ ¢ ' >0
k=1

und
EXd = n

A+ @k falls i = k

cov[X;, X = {)\ sonst

faralle i,k € {0,1,...,n}
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Standard Credibility—Modell (2)

Sei 1 die Summe der Einheitsvektoren und sei E := 11/ und

& = diag(p1,...,n)

Dann gilt
=0+ )E

und X ist invertierbar mit

=01 ;1 ¢ 'Eo’
1+ 21071
Far den Credibility—Pradiktor gilt daher
sCred(n) _ 71 [+ Z Xk
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Standard Credibility—Modell (3)

Aus der Gleichung

5Cred(n) _1 [+ Z Xk
ergibt sich im Fall o = ¢ mit k :== ¢/

sCred(n) _ K
k+nt m+nnz k

die aus dem klassischen Credibility—Modell bekannte Formel
unter schwécheren Voraussetzungen.
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Modell von Witting (1)

Abwicklungsdreieck/—quadrat fur Zuwachse

Anfall- Abwicklungsjahr

jahr 0 1 k n—i n—1 n

0 2,0 25,1 2o,k Zo,n—i 2y,n—1 Zo,n

1 Zi0 Zy 1 Zy k Zy i Zy,n—1 Zin

! ZI 0 ZI 1 Z/ k Zi,n—l Zi,n—1 ZI n
n—k Zn_k0  Zn—k,1 o Znkk o Za—kn—i - Zn—kon—1  Zn—k.n
n—1 Zn—10  Zp—t1 - Zo—tk oo Zaetgn—i - Zn—tn—1 Zn—in
n Zn,0 Zn,1 Zn, k Zn,n—i Zn,n—1 Zn,n

Ein Zuwachs Z; x heif3t
» beobachtbar falls i + kK < n.
» nicht beobachtbar falls i + k > n.
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Modell von Witting (2)

Annahmen:
» Die Zuwachse nehmen nur Werte in INg an.
» Zuwéchse verschiedener Anfalljahre sind unkorreliert.

» Es gibt ein Abwicklungsmuster 99,94, ...,9, € (0,1) mit
> k—o Uk = 1 derart, dass fur alle j € {0,1,...,n}

PZ/’,OaZi,h---in,n‘Si,n = Mu'ti(S’vn’ 1907 191 )t 719,7)

gilt.
Dabei bezeichnet

n
Sin=>_ Zik
k=0

den Endschadenstand von Anfalljahr i (Risikoparameter).
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Modell von Witting (3)

Ziel:

Bestimme den Credibility—Pradiktor far
» die Anfalljahr—Reserven

» die Gesamt—Reserve
n n
> D> Zik
i=1 k=n—it1

auf der Basis aller (beobachtbaren) Zuwachse Z; , mit
i+k<n.
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Modell von Witting (4)

Reduktion des Problems mit Hilfe der Normalgleichungen:

» Der Credibility—Pradiktor (als Abbildung) ist linear. Es
genigt daher, die Credibility—Pradiktoren fiir die einzelnen
(nicht beobachtbaren) Zuwéchse Zix miti +k > n+1zu
bestimmen.

» Der Credibility—Pradiktor eines nicht beobachtbaren
Zuwachses hangt nur von den beobachtbaren Zuwéachsen
desselben Anfalljahres ab.

Notation:

aj = E[S;,]
of = var[S;]
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Modell von Witting (5)

Aus den Annahmen ergibt sich

E(Zik|Sin) = Sinvk
cov(Zik,Ziy|Sin) = SinVkeki— SinVkV

und damit

ElZix] = aivk
coV[Zik, Zij] = iVkeks+ (02 —a;) 9KV

Mit der Skalierung X; x = Z; x /7 folgt daraus

E[Xik] = «
CoV[Xi, Xif] = iV ek + (07 —aj)
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Modell von Witting (6)

Daher erfullt firs € {n—i+1,...,n} die Familie
{Xis, Xi0,Xi1,..., Xin_i} der skalierten Zuwachse die
Annahmen des Standard Credibility—Modells und mit
Ti = (a,-z—a,-)/(x,- erhalt man

Uk
5Cred X ) — Ti X-k
( i,s 1+7':Z 19/ kz1+7_lz I

Mit v,_; = E}”Z‘O’ Jpund S = Zf;é ), ergibt sich daraus

Cred 1 TiYn—i  Sin-i
5 e - 9 o+
( l,s) 3(1 + T Yn—i ! 14+ Tivn—i Yn—i )
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