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Isomorphie

Zwei Graphen (Vi, Eq) und (Va, E2) heiflen isomorph, wenn es eine bi-
jektive, Kanten erhaltende und Kanten reflektierende Abbildung von V; nach
V5 gibt. Jede solche Abbildung ist ein Isomorphismus.

Dabei heifit eine Abbildung ¢ : Vi — V5

Kanten erhaltend, wenn aus {u,v} € E; stets {¢(u),¢(v)} € Es folgt,
und

Kanten reflektierend, wenn aus {u,v} ¢ Ep stets {¢(u),p(v)} ¢ E
folgt.

Baume

Wenn im Folgenden von ,,Bdumen* geredet wird, sind Baume im Sinne
der Graphentheorie gemeint: Ein Baum ist hier also ein zusammenhéngender
kreisloser Graph.

Bédume sind damit auch genau diejenigen Graphen, in denen je zwei
Ecken durch genau einen Weg verbunden sind.

FEine Ecke vom Grad 1 in einem Baum nennt man ein Blatt. Einen Baum
mit genau zwei Blattern nennt man auch einen Weg. Ein Baum, in dem alle
Ecken bis auf (hochstens) eine Blétter sind, ist ein Stern.

Wieviele Bdume mit 4 Ecken gibt es?
Wenn eine solche Frage wie

» Wieviele Baume mit 4 Ecken gibt es?*



beantwortet werden soll, muss man zunichst klaren, was gemeint ist. Ins-
besondere muss prézisiert werden, ob die Anzahl ,,bis auf Isomorphie“ be-
stimmt werden soll oder nicht (engl.: “unlabeled” vs. “labeled”).

Es gibt, wie man durch Probieren findet, genau 16 verschie- n
dene Baume mit den vier Ecken V' := {0, 1,2, 3}. Davon sind
zwolf isomorph zum Weg mit vier Ecken und vier isomorph N
zum Stern.

Bis auf Isomorphie gibt es also genau zwei Baume mit vier Ecken.

Wieviele Bdume mit n Ecken gibt es?

Es ist mathematisch anspruchsvoll, die Anzahl der Isomorphietypen von
Baumen mit genau n Ecken allgemein zu bestimmen. Die dafiir entwickelte
Zihltheorie nach G. Polya wird in dieser Vorlesung nicht behandelt.

Stattdessen beweisen wir den folgenden Satz.

Satz 1. Die Anzahl der Biume (V, E) mit V :={0,1,...,n — 1} ist n" 2.

n ||1]2[3]4]5
tn) [ 1]1]3]16]125
Beweisstrategie
Der Satz besagt, dass es genau so viele Baume auf {0,1,...,n — 1} gibt
wie n — 2-Tupel mit Komponenten aus {0,1,...,n — 1}.

Ein Beweis kann also gefithrt werden, indem eine bijektive Abbildung
zwischen der Menge aller Biume auf Z, und der Menge Z"~2 angegeben
wird.

Dazu miissen wir eine Vorschrift angeben, die jedem Baum auf Z, auf
eindeutige und umkehrbare Weise ein n — 2-Tupel zuordnet.

FEine bekannte Weise, dies zu tun, liefert der sogenannte Priifer-Code.

Der Priifer-Code eines Baumes

Der Priifer-Code ordnet (fiir n > 2) jedem Baum (V, E) mit linear ge-
ordneter n-elementiger Eckenmenge V' ein (n — 2)-Tupel mit Komponenten
aus V zu, und zwar wie folgt:



e Falls n = 2 ist, wird dem Baum das Nulltupel zugeordnet.
e Falls n > 2 ist, sei b das kleinste Blatt des Baums und ag die zu b
adjazente Ecke.

Dem Baum wird das Tupel (ag, a1, . .., an—3) zugeordnet, wobei (aj, ..., an—3)
der Priifercode des Baumes ist, der entsteht, wenn man das Blatt b
entfernt, also der des Baums

(VAA{b}, B\ {{b, a0}})-

Beispiel
2 0 Das kleinste Blatt ist das mit der Nummer 0.
Die dazu adjazente Ecke ist 8. Der Priifer-Code
3 8 beginnt also mit (8,...).
1 4 Fiir den néachsten Schritt wird das Blatt 0 ent-
6 E fernt.
2 7 Nun ist 2 das kleinste Blatt. Die dazu adjazente
Ecke ist 1. Der Priifer-Code beginnt also mit
3 ] (8,1,...).
1 4 Fiir den néchsten Schritt wird das Blatt 2 ent-
6 5 fernt, usw.

Als Priifer-Code des oben abgebildeten Baumes erhilt man so

(8,1,8,3,1,4,4).

Die Blitter

Eine Beobachtung, die uns noch niitzlich sein wird, notieren wir als Hilfs-
satz:

Die Blatter des Baumes kommen im Priifer-Code nicht vor. Das ist auf-
grund der Konstruktion recht offensichtlich: Im Tupel werden ja nur Ecken
notiert, die zu einem Blatt adjazent sind. Solche Ecken konnen aber fiir
n > 2 keine Blatter sein, und fiir n = 2 werden sie nicht notiert.

Weil aber jede Ecke, die im Priifer-Code nicht vorkommt, zu nur einer
anderen adjazent sein kann, gilt sogar noch mehr:

Hilfssatz 1. Die Bldtter des Baums sind genau diejenigen FEcken, die im
Priifer-Code nicht vorkommen.



Vom Priifer-Code zum Baum

Gegeben sei ein n — 2-Tupel (ag, a1, ..., a,—3) mit Komponenten aus der

linear geordneten Menge V.
Wir bestimmen ein (n — 2)-Tupel (bo, ..., b,—3) wie folgt:

e by sei das kleinste Element von V' \ {ag,...,an—_3}.
e b;11 sei das kleinste Element von V' \ {by,...b;,ai+1,...,an—3}, fir
1:=0,...,n—4.
AuBlerdem sei e :=V \ {bg,...,by_3}.
Der gesuchte Baum hat dann die Kantenmenge
E = {{ao, b()}, ey {an_g, bn_g}, 6}.
Beispiel
Gegeben sei V :={0,1,...,8} (also n =9) und
(a0, a1,...,an_3) = (8,1,8,3,1,4,4).
Wir berechnen (by, ..., b,—3) nach der angegebenen Regel:
(8,1,8,3,1,4,4) Die kleinste Zahl, die in {aq, ..., a,—3} nicht vor-
(0, kommt, ist 0. Also by := 0.
(8,1,8,3,1,4,4) Die kleinste Zahl, die in {bg,a1,...,a,—3} nicht
(0,2, vorkommt, ist 2. Also by := 2, usw.
(8,1,8,3,1,4,4) Die im vollstédndigen Tupel (b, ..., b,—_3) fehlen-
(0,2,5,6,3,1,7) den Elemente ergeben e := {4, 8}.
Ergebnis:

E = {{0,8},{1,2},{5,8},{3,6},{1,3},{1,4},{4,7},{4,8}}.

Satz und Beweis

Satz 2. Fs sei V eine linear geordnete n-elementige Menge, n > 2. Der oben
definierte Priifer-Code ordnet jedem Baum mit Eckenmenge V ein (n — 2)-
Tupel mit Komponenten aus V' zu, und jedes solche (n —2)-Tupel ist Priifer-

Code genau eines Baumes.



Den Beweis fithren wir durch Induktion iiber n. Fiir den kleinstméglichen
Fall, n = 2, ist die Behauptung offenbar richtig. Nun sei n > 2. Der erste
Teil der Behauptung ist offensichtlich. Zu beweisen ist deshalb nur noch,
dass jedes (n — 2)-Tupel der Priifer-Code genau eines Baumes ist.

Sei also (ag, ay,...,a,—3) ein solches Tupel und by das kleinste Element
der Menge V' \ {ao,...,an—3}.

Beweis (Fortsetzung)

Nach der Induktionsannahme ist (a1, ..., a,—3) Priifer-Code genau eines
Baumes mit der Eckenmenge V'\ {by}. Die Bléitter dieses Baumes sind genau
die Elemente von V' \ {bp}, die nicht im Tupel (ay,...,a,—3) vorkommen,
und bg ist kleiner als all diese Blatter. Deshalb ist by das kleinste Blatt des
Baumes, der entsteht, wenn man die Kante {ag, bp} hinzufiigt. Dieser Baum,
und kein anderer, hat also den Priifer-Code (ag, a1, ..., a,—3).

O]

Noch ein Beispiel als Korollar

Die Baume mit n Ecken und n — 1 Bldttern sind genau die Sterne.

Wieviele Baume gibt es mit n Ecken und genau n — 2 Bléttern?

Nach dem Hilfssatz sind dies genau so viele, wie es Tupel in Z2~2 gibt
mit genau zwei verschiedenen Komponenten. Diese Anzahl ist leicht zu be-
stimmen, sie lautet (fiir n > 2)

(Z) (272 9).

Man hat ja (g) Moglichkeiten, die beiden Komponenten zu wéhlen, und
kann aus den beiden genau 272 Tupel der Linge n — 2 bilden, von denen
aber genau zwei konstant sind, also aus nur einer Komponente bestehen.

Die Anzahl der Baume auf {0,1,...,5} mit genau vier Blittern ist also
gleich 210.

Die Adjazenzmatrix
Als Adjazenzmatrix eines endlichen Graphen (V, E) mit V := {vy,...,v,}
bezeichnet man die n x n-Matrix

1 falls {vs,v;} € E

A= (a: ). mit  a; ;=
( 273)1,]6{1,~~,”} ©J {0 sonst.



Die Adjazenzmatrix ist sym-

metrisch, hat Nullen in der v2 1 011 1
Hauptdiagonale und  die 1 010
Spalten- und Zeilensummen 1 1 01
sind gleich dem jeweiligen U3 V4 1010
Eckengrad.
Gradmatrix
Als Gradmatrix von (V, E) mit V := {v1,...,v,} bezeichnen wir die
Diagonalmatrix
. 0 falls ¢ j
D= ig)ijeqtm - mit - diy = {deg(vi) fallsz’ij'.
Die Diagonaleintrage der U2 V1 300 0
Gradmatrix sind die Ecken- 02 0 0
grade des Graphen, alle 00 3 0
anderen Komponenten sind U3 (N 00 0 2
Null.

Der Matrix-Geriist—Satz

Satz 3. Sei G := (V, E) ein Graph mit n > 1 Ecken, der Adjazenzmatriz A
und der Gradmatriz D. Die Matriz (D—A); entstehe aus D 5 durch Streichen
der i-ten Zeile und der i-ten Spalte.

Dann ist det((D — A);) die Anzahl 7(G) der Geriiste im Graphen (G).

—1 2 -1 0
N 2 -1 0 det| =1 3 -1 | =8.
-1 -1 3 -1 0 1 o
— 0 -1 2

Beweis
Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber die Eckenzahl n und iiber
die Zahl m der Kanten bei fester Eckenzahl.



Beweis 1. Hat der Graph keine Kanten, so ist D — A die Nullmatriz und
damit det((D — A);) = 0. Der Graph hat keine Geriiste, die Behauptung ist
damit erfillt.

Hat der Graph G := (V, E) n Ecken und m > 0 Kanten, so kinnen wir
durch Umnummerieren erreichen, dass i = 1 und e := {v1,v2} eine Kante
ist. Nun bezeichne G\ e den Graphen (V,E\{e}), der druch Wegnahme der
Kante e einsteht, und G/e den Graphen mit Eckenmenge {va,...,v,} und
der Kantenmenge

(BN {{v, w} [ {vr,w} € B} U {{vg,w} [ {v1,w} € E\ {{v1,v2}}),

der entsteht, wenn man die Ecken vi und vy kontrahiert.

Beweis, Fortsetzung

Beweis 2. Es gilt
T(G) =7(G\e) +7(G/e),

denn 7(G \ e) ist die Anzahl der Geriste von G, die die Kante e nicht
enthalten, und G /e enthdilt genau so viele Geriiste, wie es Geriiste in G gibt,
die e enthalten. Diese beiden Graphen haben weniger Ecken oder gleichuviel
Ecken und weniger Kanten als G, erfiillen also nach der Induktionsannahme
die Behauptung des Satzes.

Wir setzen dy := deg(v1), da := deg(va) und d' := dy + dy — 2 (dann ist
d" der Grad der Ecke vo in G/e), und betrachten die Matrizen (D — A)1 fiir
die beiden Graphen G\ e und G/e.

Beweis, Fortsetzung

Beweis 3. 7(G) =7(G \ e) + 7(G/e) =

7 4
ay = =

dy — 1 N

det + det T
NT M

Entwickelt man die erste Determinante nach der ersten Zeile, so erhdlt man
das gleiche Ergebnis wie . ..



Beweis (Schluss)

Beweis. beim Entwickeln der Matrix (D — A); fiir den Ausgangsgraphen G,
denn diese hat folgende Gestalt:

/

i 1
an =1

—1 da N

det




