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Gerichtete Graphen

Ein schlingenloser gerichteter Graph ist ein Paar (V, A), wobei
@ V eine beliebige Menge ist, deren Elemente wir Ecken nennen

e und AC {(v,w) | v # w € V} eine Menge von Eckenpaaren
ist, die wir Bégen nennen.

Ist (v, w) ein Bogen, dann nennen wir w einen Nachfolger von v
und v einen Vorganger von w.

Eine Ecke v € V eines gerichteten Graphen (V/, A) nennen wir eine
Quelle, wenn sei keinen Vorganger hat, und eine Senke, wenn sie
keinen Nachfolger hat.
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Transportnetze

Ein Transportnetz (V, A, s, g, wt) ist ein gerichteter Graph (V, A),
in dem es genau eine Quelle gibt, namlich g, und genau eine
Senke, namlich s, zusammen mit einer positiven Gewichtsfunktion

wt: A— Ryg.

Statt vom ,,Gewicht" spricht man bei Transportnetzen gern von
der ,,Kapazitat” eines Bogens.
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Fluss

Ein Fluss in einem Transportnetz (V, A, s, g, wt) ist eine
nichtnegative Kantenbewertung

f:A—>R20

mit der Eigenschaft, dass fiir alle Ecken v € V'\ {q, s} die folgende
Gleichung gilt:

Z f(w,v) = Z f(v,w).

w Vorgan- w Nachfol-
ger von v ger von v

(,Was in v hineinflieBt, flieBt auch heraus.")

Ein Fluss f heiBt zuldssig, wenn (v, w) < wt(v, w) fiir alle
(v,w) € Agilt.
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Verallgemeinerung der Flusserhaltung

In jedem endlichen Transportnetzwerk gilt die oben formulierte
Bedingung nicht nur fiir einzelne Ecken, sondern fiir Teilmengen:

Hilfssatz

Ist T C V\{q,s} eine endliche Teilmenge der Eckenmenge eines
Transportnetzes, die weder die Quelle noch die Senke enthilt, dann

gilt
Z f(w,v) = Z f(v,w).
(w,v) € A (v,w) € A
weg¢T,veT veT, w¢gT

Das beweist man durch Induktion iiber die Machtigkeit von T.
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Die Starke eines Flusses

Wahlt man im Hilfssatz die Menge T maximal, also
T .=V \{q,s}, dann ergibt sich

Z f(q,w) = Z f(w,s).

w Nachfolger w Vorginger
der Quelle q der Senke s

., Was aus der Quelle herausflieBt, flieBt in die Senke hinein."

Man gibt dieser Summe die Abkiirzung ||f| und nennt ||f]| die
Stérke des Flusses f.
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Partitionierung

Man erhilt noch folgendes: Partitioniert man die Eckenmenge V in

irgendeiner Weise in zwei Mengen M, N, von denen die eine die
Quelle und die andere die Senke enthalt, also fiir

V=MUN, qgeM,seN,

dann ergibt sich als Differenz genau die Starke des Flusses:

Ifll= > flvw)— >
(v,w) e A (w,v) €A
veM,weN ve M,weN

f(w,v).

Was von M nach N flieBt und nicht zuriick,
ist genau so viel, wie von der Quelle zur Senke flieBt. "
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Summen von Flissen

Summen von Fliissen eines Netzwerkes sind stets wieder Fliisse.
Allerdings muss eine Summe zuldssiger Fliisse nicht wieder zul3ssig
sein.

Ein Fluss f heiBt eingleisig, wenn es einen gerichteten Weg von
der Quelle zur Senke gibt mit der Eigenschaft, dass f den Wert
Null hat fiir alle Bégen, die nicht zu diesem Weg gehoren.

Jeder Fluss eines endlichen Transportnetzwerkes ldsst sich als
Summe eingleisiger Fliisse darstellen.
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Schnitt

Ein Schnitt in einem Transportnetzwerk (V/, A, g, s, wt) ist eine
Menge S C A mit der Eigenschaft, dass es im gerichteten Graphen
(V,A\ S) keinen gerichteten Weg von g zu s gibt.

Anders formuliert ist ein Schnitt eine Bogenmenge, die aus jedem
gerichteten Weg von g nach s mindestens einen Bogen enthalt.

Die Kapazitat eines Schnitts S ist definiert als

wt(S) := Z wt(v, w).

(v,w)es
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Beobachtung

Ist S ein Schnitt des endlichen Transportnetzwerks (V, A, q, s, wt)
und f ein zuldssiger Fluss, dann gilt

If]] < wi(S).

Beweisidee: Der gegebene Fluss f ldsst sich als Summe
f=1f+...+f eingleisger Fliisse schreiben. Ein eingleisiger Fluss
hat Werte ungleich Null nur auf einem gerichteten Weg von der
Quelle zur Senke, er durchlauft also einen Bogen des Schnitts.
Wird ein Bogen des Schnitts von mehreren Summandenfliissen
durchlaufen, dann miissen sich diese den Bogen , teilen*: Die
Summe der Starken dieser eingleisigen Fliisse darf die Kapazitat
des Bogens nicht iiberschreiten. Daraus folgt das Weitere.
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Der Schnitt-Fluss—Satz (max flow = min cut)

Es sei (V, A, q,s, wt) ein endliches Transportnetz. Dann gilt

max ||f][= min_ wt(S).
f zul. Fluss S Schnitt

Der starkste zulassige Fluss ist also genau so stark wie die
Kapazitit des kleinsten Schnitts.

Zum Beweis dieses Satzes geben wir einen Algorithmus an, der zu
einem gegebenen Netzwerk einen zuldssigen Fluss f und einen
Schnitt S der Kapazitdt wt(S) = ||f|| konstruiert. Nach dem
Hilfssatz muss dieser Fluss maximal stark und der Schnitt von
minimaler Kapazitat sein. Der Satz ist damit also bewiesen.
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Flussverbesserung

Genauer gesagt leistet der Algorithmus bei einem Durchlauf
folgendes: Ausgehend von einem zuldssigen Fluss im gegebenen
Netzwerk konstruiert der Algorithmus einen starkeren zuldssigen
Fluss oder einen Schnitt, dessen Kapazitat gleich der Starke des
gegebenen Flusses ist.

Sind die auftretenden Gewichte und Flussstarken ganzzahlig, dann
ist auch die Verbesserung ganzzahlig. Damit kann man zeigen,
dass der Algorithmus irgendwann (nach endlich vielen
Durchlaufen) den Fluss nicht mehr verbessern kann und deshalb
einen minimalen Schnitt gefunden haben muss.
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Markierung

Beim Markierungsalgorithmus werden die Ecken des Netzwerkes,
ausgehend von der Quelle, nach bestimmten Regeln nacheinander
markiert. Erreicht man dabei die Senke, kann der vorliegende Fluss
verbessert werden, wenn nicht, wird der gesuchte Schnitt
gefunden.

Eine Marke der Markierung ist ein Paar, in dem die jeweilige
Vorgangerecke notiert ist sowie die mogliche Flussverbesserung. Zu
Beginn, bei der Quelle, gibt es allerdings keine Vorgangerecke und
die Verbesserung ist noch potenziell unbegrenzt.

Gegeben sei nun also ein endliches Transportnetz (V, A, g, s, wt)
und ein zul3ssiger Fluss f, z.B. der Fluss (v, w) := 0 fiir alle
(v,w) € A
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Der Markierungsalgorithmus

@ Markiere die Quelle g mit der Marke (—, 00).

@ Sobald die Senke s markiert wurde, stopp. Solange die Senke
nicht markiert ist, wiederhole die Schritte (3) und (4), bis
weder (3) noch (4) zu einer weiteren Marke fiihren.

© Falls es einen Bogen (v, w) € A gibt, so dass v markiert, w
unmarkiert und wt(v, w) — f(v, w) > 0 ist, markiere w mit
der Marke (v, A(w)), wobei
A(w) := min{A(v),wt(v,w) — f(v,w)}.

O Falls es einen Bogen (v, w) € A gibt, so dass w markiert, v
unmarkiert ist und (v, w) > 0 ist, markiere v mit der Marke
(w™,A(v)), wobei A(v) := min{A(w), f(v,w)}.
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Zum Verstandnis

Es wird von der Quelle aus versucht, den gegebenen Fluss zu
verstarken. Die markierten Ecken sind solche, bis zu denen eine
Flussverbesserung schon gefunden wurde.

Schritt (3) treibt diese Verbesserung nach Moglichkeit noch weiter,
»vorwdrts" langs eines nicht ausgelasteten Bogens.

Schritt (4) untersucht, ob es Bégen gibt, bei denen der Fluss ,in
die falsche Richtung", d.h. von einer nicht markierten Ecke zu
einer markierten flieBt, und vermindert nach Mdglichkeit solchen
Riickfluss.

Es kommt nicht auf die Reihenfolge der Schritte (3) und (4) an.
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Die invariante Bedingung

Hilfssatz

Wenn beim Markierungsalgorithmus eine Ecke v mit A(v)

markiert wurde, dann gibt es eine Folge (9 = vy, ...,v, = v) von

Ecken mit der Eigenschaft, dass fiir alle i € {0,...r — 1} einer der

beiden folgenden Falle eintritt:

Q vii1 ist mit (v;", A(vi+1)) markiert und der Fluss durch den

Bogen (vj, viy1) ist um mindestens A(v) kleiner als die
Kapazitit dieses Bogens, oder

Q v; ist mit (v, ,,A(v;)) markiert und der Fluss durch den

Bogen (Vit1, v;) ist mindestens A(v).

Dies beweist man per Induktion iiber die Anzahl der Schritte im
Algorithmus.
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Was der Hilfssatz bedeutet

In Worten: Wenn v markiert ist, dann gibt einen ungerichteten
Weg von der Quelle zu v, langs dem der Fluss um A(v) verbessert
werden kann: Die Vorwartskanten haben noch freie Kapazitit und
der Fluss kann erhoht werden, bei den Riickwartskanten wird der
Fluss entsprechend erniedrigt.

Die Erhaltungsbedingung ist allerdings fiir den verbesserten Fluss bei der Ecke

v nicht gewahrleistet.
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Falls der Markierungsalgorithmus die Senke erreicht

Falls die Senke s erreicht wird, gibt es eine Folge

(g=w,...,v, =5)

mit den im Hilfssatz angegebenen Eigenschaften. Definiert man
nun eine Abbildung f™ : A — R durch

f(x,y) + A(s) falls (x,y) = (vi, Viy1)
firein i€ {0,...,r—1} und
Fall (1) des Hilfssatzes eintritt,

fr(x,y) =1 f(x,y) — A(s) falls (x,y) = (Vis1, vi)
fir ein i € {0,...,r —1} und
Fall (2) des Hilfssatzes eintritt,

f(x,y) sonst,

dann ist £ ein zuldssiger Fluss und ||fT|| = ||f]| + A(s).
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Falls der Markierungsalgorithmus die Senke nicht erreicht

Wenn der Markierungsalgorithmus die Senke nicht erreicht, dann
beginnt jeder gerichtete Weg von der Quelle zur Senke mit einer
markierten Ecke (ndmlich g) und endet mit einer unmarkierten

(ndmlich s). Deshalb enthilt jeder solche Weg einen Bogen, der
von einer markierte Ecke zu einer unmarkierten fiihrt. Die Menge

S :={(v,w) € A| v markiert ,w unmarkiert }

ist deshalb ein Schnitt.

Sei nun M die Menge der markierten Ecken und N die Menge der
nicht markierten. Wir untersuchen im Einzelnen, wie sich der Fluss
auf diesen Bogen verhilt.
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Die Bogen von M nach N

Die Bogen, die von M nach N fiihren, alsO von einer markierten zu
einer unmarkierten Ecke, bilden genau den Schnitt S. Ist (v, w)
eine solcher Bogen, dann muss, weil Schritt (3) des
Markierungsalgorithmus nicht ausgefiihrt werden konnte,

wt(v, w) = f(v, w) sein. Daraus erhalten wir

wt(S) = z f(v,w).

(v,w)es

Der Schnitt S ist also voll ausgelastet. Aber Vorsicht: Das
bedeutet nicht zwingend, dass der Schnitt minimal ist! Dazu
missen wir noch weiter argumentieren.
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Die Bogen von N nach M

Die Bogen (v, w), die von v € N nach w € M fiihren, also von
unmarkierten zu markierten Ecken, werden vom Schritt (4) des
Markierungsalgorithmus angesprochen. Der Algorithmus stoppt
nur, wenn all diese Bogen den Fluss f(v, w) = 0 haben. Fiihrt man
die Gleichung von der vorigen Folie mit den Uberlegungen von
Folie 7 zusammen, erhalt man

wt(S) = > f(v,w)-0

(v,w)es
= Z f(v,w)— Z f(w,v)
(viw)€e A (w,v) €A
ve M,weN veM,weN
= Il
Die Kapazitat dieses Schnitts ist die Starke des Flusses f! .
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Beispiel (1)

Die Graphik zeigt ein sehr einfaches Transportnetzwerk mit einem
zulassigen Fluss f der Stérke ||f|| = 13. Die Bogen (v, w) sind in
der Form wt(v, w) | f(v, w) beschriftet, also mit , Gewicht | Fluss".
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Beispiel (1)

Die Graphik zeigt ein sehr einfaches Transportnetzwerk mit einem
zulassigen Fluss f der Stérke ||f|| = 13. Die Bogen (v, w) sind in
der Form wt(v, w) | f(v, w) beschriftet, also mit , Gewicht | Fluss".

Im ersten Lauf markiert der Algorithmus z.B. einen Weg von der
Quelle zur Senke, langs dem der Fluss um 2 verbessert werden
kann.
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Beispiel (2)

Wendet man den Algorithmus auf den verbesserten Fluss an und
verwendet zunichst nur Schritt (3), dann werden die Ecken g, a
und d markiert.
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Beispiel (2)

Wendet man den Algorithmus auf den verbesserten Fluss an und
verwendet zunichst nur Schritt (3), dann werden die Ecken g, a
und d markiert.

Anwenden von Schritt (4) des Algorithmus auf den Bogen (c, a)
fiihrt schlieBlich zur Markierung der Senke und zu einem
ungerichteten Weg (g, a, ¢, s), langs dem der Fluss um 3 verbessert
werden kann.
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Beispiel (3)

Der verbesserte Fluss hat nun die Starke 18. Er ist optimal, denn
erneutes Anwenden des Markierungsalgorithmus erreicht die Senke
nicht.
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Beispiel (3)

Der verbesserte Fluss hat nun die Starke 18. Er ist optimal, denn
erneutes Anwenden des Markierungsalgorithmus erreicht die Senke
nicht.

Die Bogen von markierten zu unmarkierten Ecken bilden den
Schnitts S := {(a, b), (¢, s)}, dessen Kapazitat gleich 18, also
gleich der Starke des Flusses und damit minimal ist.
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