Ergdnzung zu

9.5 Quadratmittelldsungen linearer Gleichungssysteme
Hier stellen wir den Beweis von Hilfssatz 1 der Vorlesung zur Verfiigung.

Wir betrachten fiir x € R® das LGS
Ax =b. (1)

Hilfssatz 1. Fir A € R™*" und b € R™ sind die folgenden Aussagen (o) und (53)
dquivalent:

() Das LGS (1) ist losbar.

(B) Ausy € R™ und y" A =0, folgt y'b = 0.

Beweis. Zuerst fithren wir einige Bezeichnungen ein:

A := (A |b) e R™ @) (erweiterte Koeffizientenmatrix),
Wa:={yeR"|y'A=0'} (o,: Nullelement von R"),
Wy = {y eR™| y'A=o,},

Lat :R™ = R", Lat(y):=Aly, y eR™.

(a) = (B): Ist y € R™ und gilt yTA = o;, so folgt

y'b=y"(Ax) = (y'A)x = 0.

(8) = (a): Wir zeigen Rang(A) = Rang(A); dies impliziert («) nach 7.1 Theorem 1.
Es gilt

yeEWa <= (y'A)T =0, <= ATy =0, <=y € Kern(L,1).
Hiermit folgt

dim Wa = dimKern(L7) = dimR™ — Rang (L)

T (2)

=m — Rang (A ') =m — Rang (A);
hierbei ergibt sich das zweite Gleichheitszeichen aus der Dimensionsformel fiir lineare
Abbildungen (5.2 Theorem 1). Analog erhilt man

dim W5 = m — Rang(A). (3)
Stets gilt Wz C Wa. Wegen () gilt nun auch Wa C W5. Also ist Wi = Wa, und mit

(3) und (2) folgt Rang (A) = Rang (A). O



